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TÓM TẮT 

 

Tấm/vỏ là các kết cấu phổ biến trong cuộc sống thực tế, chúng được dùng làm mái 

che, sàn, tường, xilo, bể chứa,... Trong số các phương pháp dùng để mô phỏng cũng 

như phân tích ứng xử cơ học của tấm/vỏ, phương pháp phần tử hữu hạn (FEM) là 

phương pháp được sử dụng rộng rãi và hiệu quả nhất. Với sự xuất hiện liên tục các 

bài toán phức tạp mới, FEM vẫn tồn tại những khó khăn nhất định liên quan đến chi 

phí tính toán, tính linh hoạt, kỹ thuật rời rạc phần tử, tính ổn định, độ chính xác,... Vì 

vậy, việc kiến nghị những cải tiến kỹ thuật cho FEM hiện hữu trong mô phỏng ứng 

xử tấm/vỏ luôn giữ vai trò quan trọng. Hướng nghiên cứu này luôn thiết thực, mang 

tính thời sự từ nhiều thập kỷ qua đến tận bây giờ. Với mong muốn làm đa dạng thêm 

nữa, tạo ra thêm nhiều phần tử lai, tích hợp từ những ưu điểm của các phần tử hiện 

hữu, luận án này đã được hình thành. Bên cạnh đó, mục tiêu của nghiên cứu là tạo 

nên một tập hợp các phần tử tứ giác 4 nút đơn giản trong thiết lập công thức dùng cho 

phân tích tấm/vỏ, càng ít bị ảnh hưởng bởi các hiện tượng khóa màng, khóa cắt,… 

càng tốt. Các đóng góp chính của luận án: 

- Xây dựng phần tử tứ giác 4 nút SQ4H dựa vào kỹ thuật trơn biến dạng trên miền 

con kết hợp kỹ thuật cải biên dạng C0-HSDT để phân tích phi tuyến kết cấu tấm 

phẳng và tấm gấp. Phần tử này cải thiện độ chính xác của mô hình và giảm bớt sự 

bất ổn về số đối với phân tích hình học phi tuyến tính. 

- Xây dựng phần tử tứ giác 4 nút SQ4T dựa vào kỹ thuật nội suy kép (TIS) dùng 

nghiên cứu ứng xử tuyến tính và phi tuyến của kết cấu tấm/vỏ. Với việc xây dựng 

hàm nội suy bậc cao dựa vào giá trị nút lẫn gradient trung bình nút trong phạm vi 

miền ảnh hưởng, phần tử này cải thiện được yếu tố bất liên tục của biến dạng và ứng 

suất qua biên của nó. 

- Xây dựng phần tử tứ giác 4 nút SQ4C dựa trên kỹ thuật tổ hợp biến dạng: màng, 

uốn và cắt để phân tích tuyến tính kết cấu tấm/vỏ có hoặc không có sườn gia cường. 
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Phần tử này cải thiện được độ chính xác của mô hình và giảm bớt sự bất ổn về kết 

quả số liên quan đến hiện tượng khóa màng khi phân tích kết cấu vỏ. 

- Xây dựng phần tử tứ giác 4 nút SQ4P dựa trên chuỗi đa thức Chebyshev để phân 

tích tuyến tính kết cấu dạng tấm/vỏ. Những kết quả số được cải thiện dựa vào lưới 

chia lẫn bậc của đa thức Chebyshev. 
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ABSTRACT 

 

Plates and shells are common structures in real life, they are used as roofs, floors, 

walls, silos, tanks, etc. Among the numerical methods used to simulate as well as 

analyze the mechanical behavior of plate and shell structures, the finite element 

method (FEM) is the most widely used and effective method. With the continuous 

emergence of new complex problems, FEM still has certain limitations related to 

discrete element techniques, accuracy, stability, computational cost, flexibility, etc. 

Therefore, it is always important to suggest technical improvements to FEM in 

plate/shell behavior simulation. This research direction has always been topical from 

the past decades to now. With the desire to further diversify, create more hybrid 

elements, integrate from the advantages of existing elements, this thesis is formed. 

Besides, the goal of the study is to create a simple set of 4-node quadrilateral elements 

in the formulation for plate/shell analysis, which is less affected by the phenomena 

of membrane locking, shear locking, etc. The main contributions of this thesis can be 

listed as follows: 

- Constructing a 4-node quadrilateral element, namely SQ4H, based on cellbased 

strain smoothing enhancement combined with the type of C0-HSDT for nonlinear 

analysis of plate and folded plate structures. This element improves model accuracy 

and reduces numerical instability for geometrically nonlinear analysis. 

- Constructing a 4-node quadrilateral element, namely SQ4T, based on twice 

interpolation strategy (TIS) for linear and nonlinear analysis of plate/shell 

structures. By establishing high-order shape functions that take into account the 

influence of the group of neighboring nodes on the considering element, this 

element improves the discontinuity of its strain and stress across its boundaries. 

- Under the combined strain strategy with respect to overcoming membrane locking 

as well as shear locking phenomenon and using cell-based strain smoothing 

enhancement, the third contribution is to build a 4-node quadrilateral element SQ4C 



 

                                                                  

 

 xi 

for linear analysis of plate and shell structures with or without stiffeners. This 

element improves model accuracy and reduces numerical instability associated with 

membrane locking when analyzing shell structures. 

- Based on the outstanding properties of Chebyshev polynomials, the last contribution 

is to give a 4-node quadrilateral element, namely SQ4P, with the goal throughout 

the thesis to analyze the behavior of plate and shell structures. Improved numerical 

results based on the mesh and the order of Chebyshev polynomials. 
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st  chỉ đến đối tượng sườn gia cường 
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MỞ ĐẦU 

1. Lý do lựa chọn đề tài 

Tấm/vỏ là các kết cấu phổ biến, thường gặp trong dân dụng và cơ khí (mái vòm, 

tháp giải nhiệt, đường ống, bể chứa, bình chịu áp lực), đóng tàu (vỏ tàu ngầm), hàng 

không vũ trụ (thùng, lốp, cánh, thân máy bay)… Từ quan điểm kỹ thuật, các trạng 

thái ứng xử khác nhau của tấm/vỏ dưới tác dụng của tải trọng cần phải được xem xét 

kỹ. Bên cạnh đó, các hạn chế liên quan đến hình dáng phức tạp của loại kết cấu này 

khi áp dụng phương pháp giải tích sẽ được giải quyết bằng phương pháp phần tử hữu 

hạn (FEM). Với sự xuất hiện liên tục những bài toán phức tạp mới (ví dụ vật liệu mới, 

điều kiện biên chính xác hơn, hay điều kiện tương tác phức tạp hơn, …), FEM vẫn 

còn đó những khó khăn nhất định liên quan đến chi phí tính toán, tính linh hoạt, kỹ 

thuật rời rạc phần tử, tính ổn định, độ chính xác,... Vì vậy, việc đề xuất các cải tiến 

kỹ thuật cho FEM hiện hữu trong mô phỏng ứng xử các kết cấu dạng tấm/vỏ luôn 

đóng vai trò rất quan trọng. Hướng nghiên cứu này luôn thiết thực, mang tính thời sự 

từ nhiều thập kỷ qua đến tận bây giờ. 

2. Nhiệm vụ nghiên cứu 

Phát triển các kỹ thuật phần tử hữu hạn dùng để nghiên cứu ứng xử kết cấu dạng 

tấm/vỏ. 

3. Đối tượng và phạm vi nghiên cứu 

- Đối tượng: Kết cấu dạng tấm/vỏ. 

- Phạm vi nghiên cứu: Phân tích uốn tĩnh, dao động tự do, ổn định của kết cấu dạng 

tấm/vỏ dựa vào các kỹ thuật được phát triển thông qua các phần tử đề xuất. 

4. Hướng tiếp cận và phương pháp nghiên cứu 

- Nghiên cứu lý thuyết 

- Phát triển kỹ thuật phần tử hữu hạn 

- Lập trình mô phỏng số 

- Phân tích và đánh giá kết quả. 
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5. Ý nghĩa khoa học và thực tiễn của đề tài nghiên cứu 

Luận án phát triển các kỹ thuật tính toán cần thiết hiện nay khi mà những kỹ thuật 

tính toán ngày càng được ứng dụng cao trong thực tiễn với các đối tượng là kết cấu 

tấm/vỏ trong kỹ thuật. Từ các kết quả nghiên cứu của luận án, các phần tử đề xuất có 

thể được tích hợp vào các module tính toán của các phần mềm hiện hữu. 

6. Cấu trúc sơ lược 

Luận án bao gồm: Mở đầu; Chương 1: Tổng quan; Chương 2: Cơ sở lý thuyết; 

Chương 3, 4, 5 và 6: Các phần tử SQ4H, SQ4T, SQ4C và SQ4P; Chương 7: Đánh 

giá sai số chung giữa các phần tử, Chương 8: Kết luận và hướng phát triển kèm theo 

Danh mục tài liệu tham khảo và Danh mục các công trình công bố.  
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Chương 1 

TỔNG QUAN 
 

Mục tiêu của chương này là trình bày động lực cho việc nghiên cứu và phát triển các 

kỹ thuật tính toán phần tử hữu hạn hiện đại trong phân tích kết cấu tấm/vỏ và phác thảo 

những đóng góp cũng như những cải tiến có thể có được từ sự phát triển này. Chương bắt 

đầu bằng việc giới thiệu khái quát kết cấu tấm/vỏ và trình bày tổng quan về một số phần 

tử cũng như một số phương pháp phân tích phần tử hữu hạn phổ biến cho tấm/vỏ. Đây là 

bước quan trọng để xác định động cơ và mục tiêu của nghiên cứu này. Tiếp theo sau là bố 

cục của luận án được trình bày cùng với những đóng góp nổi bật của luận án. 

1.1 Khái quát chung về kết cấu tấm/vỏ    

Trong phân loại kết cấu cơ học, ngoài kết cấu thanh một chiều (1D) và kết cấu khối ba 

chiều (3D), còn có kết cấu tấm/vỏ hai chiều (2D) (kết cấu phẳng và cong có thành mỏng). 

Đối tượng này về khía cạnh hình dáng được giới hạn bởi hai bề mặt (trên và dưới) và các 

bề mặt bên, xem Hình 1.1. Khoảng cách giữa bề mặt trên và bề mặt dưới gọi là độ dày, là 

nhỏ so với các kích thước còn lại. Việc phân loại các cấu trúc tấm và vỏ có thể được thực 

hiện dựa trên độ mảnh, hình dạng của mặt trung hòa, các định nghĩa và giả định kèm theo 

cũng như dựa vào đặc điểm của sự phân bố ứng suất dọc theo chiều dày,… 

1D 3D2D  

Hình 1.1: Kết cấu 1D, 2D và 3D  

 

Trên thực tế, tấm/vỏ là các kết cấu phổ biến, thường gặp trong dân dụng và cơ khí 

(mái vòm, tháp giải nhiệt, đường ống, bể chứa, bình chịu áp lực), đóng tàu (vỏ tàu ngầm), 

hàng không vũ trụ (thùng, lốp, cánh, thân máy bay)… Từ quan điểm kỹ thuật, các trạng 

Mặt trung hòa 
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thái ứng xử khác nhau của tấm/vỏ dưới tác dụng của tải trọng cần phải được xem xét, [1-

3]. Bên cạnh đó, các hạn chế liên quan đến hình dáng phức tạp của loại kết cấu này khi áp 

dụng phương pháp giải tích sẽ được giải quyết bằng phương pháp phần tử hữu hạn.  

1.2 Đánh giá tóm lược về các phần tử và các phương pháp phần tử hữu hạn sẵn có 

cho tấm/vỏ     

Các phần tử tấm, vỏ thường được mô hình hóa qua các mặt phẳng trung hòa của 

chúng. Tùy theo sự làm việc mà chúng có thể được coi như tấm chịu uốn, màng hay vỏ. 

Bên cạnh đó, từng phần tử tấm, vỏ có thể được mô tả như một phần tử tam giác (3 nút) 

hay phần tử tứ giác (4 nút) ứng với mặt phẳng trung hòa. Phần tử có thể thuộc một trong 

các loại sau [4, 5]: 

• Phần tử màng chỉ chịu kéo hoặc nén nên không có chuyển vị thẳng vuông góc với 

mặt phẳng và xoay ngoài mặt phẳng (Hình 1.2a). 

• Phần tử tấm uốn thuần tuý không có chuyển vị thẳng theo hai phương trong mặt 

phẳng và xoay trong mặt phẳng (Hình 1.2b). 

• Phần tử vỏ tổng quát tức chịu kéo (nén) và uốn đồng thời với ba loại phổ biến: (1) 

phần tử vỏ khối, (2) phần tử vỏ cong và (3) phần tử vỏ phẳng. Trong phạm vi luận án, 

tác giả sử dụng phần tử vỏ phẳng để phân tích kết cấu vỏ, đây là sự kết hợp thuần túy 

ứng xử uốn và màng của phần tử tấm kể trên. Nói chung, rất khó để xác định phần tử 

vỏ nào là lợi thế nhất. Trong ba loại phổ biến này, phần tử vỏ phẳng được coi là hấp 

dẫn nhất vì nó có thể được thiết lập dễ dàng bằng cách kết hợp các phần tử tấm uốn 

và màng hiện có. Dĩ nhiên nó đã được sử dụng rộng rãi vì tính chất đơn giản trong 

thiết lập công thức, hiệu quả trong việc thực hiện tính toán và tính linh hoạt trong các 

phân tích cho cả kết cấu vỏ lẫn tấm gấp. Ngoài ra, việc kể đến hiệu ứng cắt ngang với 

sự hỗ trợ của động học Reissner-Mindlin và kết hợp bậc tự do xoay trong mặt phẳng, 

cũng cải thiện đáng kể hiệu suất của các phần tử phẳng này khi tính toán các kết cấu 

vỏ từ dày đến mỏng theo Darilmaz và Kumbasar [6]. Mặc dù việc sử dụng các phần 

tử tam giác phẳng để rời rạc kết cấu vỏ có hình dáng phức tạp là thích hợp nhất, tuy 

nhiên phần tử tứ giác thường được sử dụng do hiệu suất tốt hơn về tốc độ hội tụ so 

với phần tử tam giác. Điều này đã được chứng minh qua bài báo xuất bản của Lee và 
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Bathe [7]. Khó khăn xảy ra trong quá trình phát triển phần tử vỏ phẳng bốn nút là dễ 

hình thành các hiện tượng khóa liên quan đến phép nội suy của chuyển vị. Hai kiểu 

khóa phổ biến có thể xảy ra là: (1) khóa cắt (shear locking) phát sinh khi tỷ lệ giữa 

chiều dày và chiều dài của vỏ trở nên nhỏ và (2) khóa màng (membrane locking) xảy 

ra khi sử dụng lưới thô hoặc méo, đặc biệt trong các bài toán mà ứng xử uốn nổi trội. 
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(a) (b) 

Hình 1.2: a) Phần tử màng, b) Phần tử tấm uốn thuần túy 

 

 Ngày nay trên phạm vi toàn cầu, các phương pháp số ngày càng trở nên quan trọng và 

chính yếu trong quá trình áp dụng để phân tích kết cấu phức tạp. Và dĩ nhiên phương 

pháp phần tử hữu hạn FEM (Finite Element Method) được sử dụng rộng rãi và hiệu quả 

nhất. Nhiều loại phần tử được đề xuất với mong muốn cải thiện kết quả hiện có, đem đến 

sự ổn định trong phân tích và tạo nên độ tin cậy trong sử dụng.  

Ngược dòng lịch sử, vào đầu thập niên 70 của thế kỷ 19, các nhóm tác giả Irons và 

cộng sự, Zienkiewicz và cộng sự [8, 9] đã giới thiệu phần tử đẳng tham số C0. Phần tử 

này nội suy độc lập trường chuyển vị và góc xoay đồng thời xét đến ảnh hưởng của biến 

dạng cắt. Nó được sử dụng nhằm nghiên cứu ứng xử kết cấu dày dạng tấm vỏ theo lý 

thuyết của Reissner-Mindlin. Tuy nhiên giới hạn của phần tử này là dẫn đến hiện tượng 

khóa cắt (shear locking) khi phân tích tấm/vỏ có kích thước chiều dày mỏng và kết quả là 

giá trị chuyển vị của kết cấu giảm khi chiều dày giảm do năng lượng biến dạng cắt không 

được loại trừ. Cho dù sau đó các nhà khoa học đã cố gắng tìm cách khắc phục hiện tượng 

khóa cắt này chẳng hạn như đề nghị dùng kỹ thuật tích phân giảm (reducible integrations 

technique) để giảm năng lượng biến dạng cắt nhưng giá trị kết quả đạt được vẫn chưa 

thỏa mãn mong muốn đặt ra. Đôi khi kỹ thuật này còn gây nên hiện tượng đồng hồ cát 
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(hourglass phenomena hay còn gọi là spurious zero energy modes) khi phân tích dao 

động tự do.  

Với nỗ lực không ngừng của giới khoa học toàn cầu, một vài phương pháp cải tiến mới 

dùng cho cả phần tử tam giác và tứ giác như phương pháp nội suy phối hợp các thành 

phần ten-xơ MITC (Mixed Interpolation Tensorial Components) [10-13], phương pháp 

DSG (Discrete Shear Gap method) [14-17] hay MIN sử dụng phần tử tấm Mindlin [18-

20] đã nhanh chóng ra đời và xử lý được nhược điểm khoá cắt. Theo những phương pháp 

này, các thành phần biến dạng cắt không được tính toán trực tiếp bởi đạo hàm của trường 

chuyển vị mà thay vào đó chúng được xác định thông qua một tụ tập các điểm rời rạc 

trong phạm vi từng phần tử. Từ đây, MITC, DSG, MIN trở thành những phương pháp tin 

cậy trong hỗ trợ tính toán hay nghiên cứu ứng xử kết cấu tấm/vỏ với kết quả đạt được kỳ 

vọng đề ra. Cụ thể, phần tử tứ giác 4 nút (MITC4) đã đạt thành tựu nhất định khi phân 

tích kết cấu tấm/vỏ và kỹ thuật MITC này tiếp tục được tác giả Bathe và cộng sự mở rộng 

với phần tử 8 nút (MITC8) [11]. Tiếp theo đó là các phần tử 9 nút (MITC9) và 16 nút 

(MITC16) của họ như [12, 13]. Đặc biệt 2 phần tử tứ giác 4 nút bậc thấp MISQ20 và 

MISQ24 của tác giả Nguyen-Van hay Nguyen-Van và cộng sự cải tiến từ MITC4 dựa 

vào kỹ thuật trơn biến dạng màng, uốn trên miền con cho thấy hiệu quả tính toán cao với 

chi phí thấp, không chỉ cho tấm mà còn cho vỏ hình dạng phức tạp [5, 21, 22]. Họ phần 

tử tam giác trơn 3 nút ES-DSG, NS-DSG, CS-DSG đưa ra bởi các nhóm tác giả Nguyen-

Xuan và cộng sự [14, 15], Nguyen-Thoi và cộng sự [16] chứng minh khả năng sử dụng 

hiệu quả trong phân tích tĩnh, dao động tự do và ổn định tấm Reissner–Mindlin. Bên cạnh 

đó, với phần tử tứ giác 4 nút hay tam giác 3 nút tấm Mindlin của tác giả Tessler và cộng 

sự cũng được sử dụng hiệu quả để cải tiến thành phần cắt ngang [18, 19]…  

Ngoài ra, như đã đề cập ở trước, nếu dùng phần tử tứ giác phẳng bốn nút trong phân 

tích kết cấu dạng vỏ còn đưa đến hiện tượng khóa màng (membrane locking) liên quan 

đến quá trình chia lưới thô và méo. Nhóm tác giả Lee và cộng sự đã đề nghị kỹ thuật chia 

miền tứ giác của phần tử ra thành các miền con tam giác, tiến hành tính toán biến dạng 

màng trên các miền con này và đưa về các điểm buộc trên biên phần tử tứ giác giúp quá 

trình tính toán các thành phần biến dạng màng hợp lý hơn và xử lý được vấn đề khóa 

màng một cách hiệu quả [23-25].   
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Thật thiếu sót khi không đề cập đến một hướng giải quyết khác liên quan tới các hiện 

tượng trên. Các phần tử tấm PSE (Plate Spectral Element) dựa trên hàm nội suy bậc cao 

dùng cho nghiên cứu ứng xử của kết cấu tấm/vỏ cũng đã chứng tỏ được khả năng vượt 

khó của chúng như giới thiệu của tác giả Zrahia và cộng sự [26]. Theo định hướng này, 

hàm dạng là hàm nội suy Lagrangian bậc cao thông qua các điểm Gauss - Legendre - 

Lobatto. Tuy nhiên trong một vài bài toán với điều kiện biên đặc biệt, để có được kết quả 

ổn định cần phải áp dụng luật cầu phương đủ [26]. Hiệu quả của hướng nghiên cứu này 

cũng như khả năng hội tụ của kết quả khi sử dụng phần tử PSE với lưới chia méo cũng 

được tác giả Sprague và cộng sự khảo sát đầy đủ [27, 28]. Ngoài ra, với những đặc tính 

nổi trội của đa thức Chebyshev chẳng hạn tuân theo quy luật hàm lượng giác, trực giao 

trong đoạn [-1,1],… việc thiết lập thuật toán phần tử hữu hạn dựa trên đa thức này cũng 

được nhiều tác giả đề cập đến như ở tài liệu [29] của tác giả Liu và cộng sự, [30] của tác 

giả He và cộng sự, [31] của tác giả Dang-Trung và cộng sự, …   

 Để có cái nhìn tổng quát hơn nữa, luận án liệt kê một vài kỹ thuật phần tử hữu hạn 

hiện đại. Có thể thấy phương pháp phần tử hữu hạn trơn SFEM (Smoothed Finite 

Element Methods) đã được nhiều tác giả đề xuất như Liu và cộng sự, Nguyen-Xuan và 

cộng sự, Nguyen-Thoi và cộng sự, …[32-35], điển hình là phương pháp phần tử hữu hạn 

trơn trên nút (NS: Node-based Smoothing strain, Hình 1.3a [14, 36-39], trơn trên cạnh 

(ES: Edge-based Smoothing strain, Hình 1.3b [15, 40-44] hay trơn trên miền con (CS: 

Cell-based Smoothing strain, Hình 1.4a và Hình 1.4b [20-22, 45-48] dùng để phân tích 

nhiều dạng kết cấu khác nhau trong môi trường đa vật lý dựa trên các loại phần tử tam 

giác, tứ giác. Có thể thấy kết quả đạt được bởi SFEM chính xác hơn, hội tụ nhanh hơn so 

với FEM truyền thống và đến nay SFEM vẫn tiếp tục thể hiện sự ưu việt của nó trong 

tính toán kết cấu… 

Kỹ thuật xây dựng phần tử có số nút biến đổi bất kỳ trên cạnh của tác giả Lim và cộng 

sự [49], Cho và cộng sự [50] có thể cung cấp sự linh hoạt để giải quyết các vấn đề về lưới 

không khớp như kết nối lưới hay tinh chỉnh lưới thích ứng dùng cho phân tích tương tác 

đa môi trường vật lý, Hình 1.5. Tuy nhiên quá trình thiết lập công thức phần tử hữu hạn 

rất phức tạp kèm độ hiệu quả kém khi phân tích kết cấu với lưới chia méo đặc biệt cho 

vỏ. 
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Hình 1.3: Kỹ thuật làm trơn trên nút và trên cạnh, [32, 36, 41] 

 

 

 
Hình 1.4: Kỹ thuật làm trơn trên miền con, nc=1 & 2, [20, 21] 

 

 Kỹ thuật nội suy kép cho phần tử tam giác 3 nút, tứ giác 4 nút,… áp dụng để phân tích 

các bài toán phẳng cũng được các nhóm tác giả Bui và cộng sự [51], Wu và cộng sự [52], 

Zheng và cộng sự [53] đưa ra, Hình 1.6. Ưu điểm của kỹ thuật này thể hiện ở công tác xử 

lý hậu kỳ, trong một số kết quả đạt được cho bài toán phẳng, trường ứng suất thu được 

liên tục qua biên phần tử tuy nhiên cần phải đánh giá cụ thể hơn các đặc tính khác của kỹ 

thuật này thông qua phân tích tấm/vỏ.     

Một nhược điểm khác của FEM liên quan đến sự khác biệt giữa miền chính xác và 

miền xấp xỉ của bài toán. Nhược điểm này đã được khắc phục thông qua phương pháp 

đẳng hình học IGA (IsoGeometric Analysis) với ý tưởng chính là sự tích hợp phân tích 

phần tử hữu hạn vào các công cụ thiết kế dưới sự trợ giúp máy tính (CAD) dựa trên hàm 

cơ sở NURBS như Hình 1.7 lần đầu tiên được đề xuất bởi tác giả Huges và cộng sự [54] 

và sau đó phát triển mạnh mẽ bởi các nhóm khác như Nguyen-Thanh và cộng sự, Thai-

Hoang và cộng sự, Tran-Van và cộng sự [55-60], Bazilevs và cộng sự [61], Gómez và 

cộng sự [62],... 
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Hình 1.5: Kỹ thuật xây dựng phần tử có số nút biến đổi bất kỳ trên cạnh, [49, 50] 

 

 
Hình 1.6: Kỹ thuật nội suy kép, [51-53] 

 

 

 
Hình 1.7: Các hàm cơ bản sử dụng trong IGA, [55, 56] 

 

Hàm cơ sở này triển khai trên toàn miền của cấu trúc chứ không đơn giản trên miền cục 

bộ như các hàm dạng Lagrangian trong FEM. Vấn đề hàm dạng phân bố toàn cục như thế 

sẽ làm cho việc tính toán số trở nên phức tạp. Bên cạnh đó, để tính toán được các hàm 
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dạng, các điểm tích phân Gauss bắt buộc phải chuyển sang không gian tham số. Đây có 

thể xem là khó khăn cần khắc phục của IGA… 

1.3 Động lực và mục tiêu cụ thể   

Với sự xuất hiện liên tục những bài toán phức tạp mới (ví dụ vật liệu mới, điều kiện 

biên chính xác hơn, hay điều kiện tương tác phức tạp hơn, …), FEM vẫn tồn tại những 

khó khăn nhất định liên quan đến chi phí tính toán, tính linh hoạt, kỹ thuật rời rạc phần 

tử, tính ổn định, độ chính xác,... Vì vậy, việc đề xuất các cải tiến kỹ thuật cho FEM hiện 

hữu trong mô phỏng ứng xử các kết cấu dạng tấm/vỏ luôn giữ vai trò rất quan trọng. 

Hướng nghiên cứu này luôn thiết thực, mang tính thời sự từ nhiều thập kỷ qua đến tận 

bây giờ. 

Thật vậy, trên phạm vi toàn cầu, các nhà khoa học vẫn đang tiếp tục tìm cách phát 

triển các loại phần tử mới, các kỹ thuật mới dùng cho phân tích kết cấu tấm/vỏ bên cạnh 

các kỹ thuật phần tử hữu hạn hiện đại đã ra đời như kỹ thuật trơn biến dạng [5, 16, 34, 

35], kỹ thuật tích hợp CAD dựa trên NURBS [54, 61, 62], kỹ thuật nội suy kép [51-53], 

kỹ thuật xây dựng nút biến đổi tùy ý trên biên [49, 50], … Một số lượng không nhỏ các 

loại phần tử khác nhau dựa trên nguồn gốc thiết lập khác nhau với nhiều đặc tính riêng 

biệt dùng cho phân tích kết cấu như MITC4 [10], MITC4+ [23, 25], MISQ20 [5], 

MISQ24 [5], CSMIN3, DSG3, CS-DSG3, ES-DSG3 [15, 16, 37],…cũng ra đời góp phần 

làm phong phú thêm sự lựa chọn trong công việc nghiên cứu, học tập và ứng dụng thực 

tế. Với mong muốn làm đa dạng thêm nữa, tạo ra thêm nhiều phần tử lai, tích hợp từ 

những ưu điểm của các phần tử hiện hữu, luận án này đã được hình thành.  

Bên cạnh đó, mục tiêu của nghiên cứu là tạo nên một tập hợp các phần tử tứ giác 4 nút 

đơn giản trong thiết lập công thức dùng cho phân tích tấm/vỏ, càng ít bị ảnh hưởng bởi 

các hiện tượng khóa màng (membrane locking), khóa cắt (shear locking), khóa thể tích 

(volume locking),… càng tốt.   

1.4 Bố cục cụ thể của luận án 

Luận án được chia thành 8 chương bao gồm cả chương tổng quan này và được bố cục 

tiếp theo như sau: 
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- Chương 2 trình bày cơ sở lý thuyết liên quan chi tiết đến kết cấu tấm/vỏ, từ loại 

vật liệu đến lý thuyết phân tích. Chương này cũng trình bày về công thức phần tử 

hữu hạn được sử dụng trong luận án. 

- Chương 3 mô tả việc xây dựng phần tử tứ giác 4 nút dựa trên kỹ thuật trơn biến 

dạng trên miền con kết hợp lý thuyết biến dạng cắt bậc 3 dạng C0 để phân tích phi 

tuyến kết cấu tấm phẳng và tấm gấp. Từ đó một vài ví dụ số được trình bày để bao 

quát, một cách hiệu quả nhất có thể, tất cả các đặc tính của phần tử này thông qua 

sự thay đổi hình dạng hình học, mức độ lưới chia và các điều kiện biên áp đặt lên 

kết cấu. 

- Chương 4 thể hiện việc hình thành phần tử tứ giác 4 nút dựa trên kỹ thuật nội suy 

kép dùng cho phân tích tuyến tính kết cấu dạng tấm/vỏ lẫn phân tích phi tuyến 

hình học của chúng. Công thức phần tử hữu hạn được mô tả từ việc xây dựng hàm 

dạng bậc cao kể đến chiến lược nội suy trường chuyển vị thông qua các giá trị nút 

ảnh hưởng lẫn gradient trung bình của chúng. Từ đó một vài ví dụ số được đưa ra 

nhằm đánh giá ưu và nhược điểm của phần tử này. 

- Chương 5 mô tả phần tử tứ giác 4 nút dựa trên kỹ thuật tổ hợp biến dạng: màng, 

uốn và cắt để phân tích tuyến tính kết cấu tấm/vỏ có hoặc không có sườn gia 

cường.   

- Chương 6 giới thiệu những đặc tính nổi bật của đa thức Chebyshev, xây dựng hàm 

xấp xỉ dựa trên chuỗi đa thức Chebyshev để từ đó hình thành nên phần tử tứ giác 4 

nút dùng cho phân tích tuyến tính kết cấu tấm/vỏ. 

- Chương 7 tiến hành đánh giá sai số chung giữa các phần tử đề xuất trong luận án. 

Nêu rõ ưu và nhược điểm của từng phần tử, khả năng áp dụng cũng như những 

hạn chế của chúng khi dùng để nghiên cứu ứng xử của kết cấu tấm/vỏ. 

- Chương 8 kết thúc luận án. Phần này nêu tóm tắt lại các kết quả đã nghiên cứu 

cùng với các kết luận được đúc kết và sau cùng là đề xuất các hướng phát triển 

nghiên cứu trong tương lai. 

1.5 Đóng góp chính của luận án 

Luận án này có những đóng góp chính như sau: 
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- Xây dựng phần tử tứ giác 4 nút SQ4H dựa vào kỹ thuật trơn biến dạng trên miền 

con kết hợp kỹ thuật cải biên dạng C0-HSDT để phân tích phi tuyến kết cấu tấm 

phẳng và tấm gấp. Phần tử này cải thiện độ chính xác của mô hình và giảm bớt sự 

bất ổn về số đối với phân tích hình học phi tuyến tính. 

- Xây dựng phần tử tứ giác 4 nút SQ4T dựa vào kỹ thuật nội suy kép để nghiên cứu 

ứng xử tuyến tính và phi tuyến tính kết cấu tấm/vỏ. Với việc xây dựng hàm nội 

suy bậc cao dựa vào giá trị nút lẫn gradient trung bình nút trong phạm vi miền ảnh 

hưởng, phần tử này cải thiện được yếu tố bất liên tục của biến dạng và ứng suất 

qua biên của nó. 

- Xây dựng phần tử tứ giác 4 nút SQ4C dựa trên kỹ thuật tổ hợp biến dạng: màng, 

uốn và cắt để phân tích tuyến tính kết cấu tấm/vỏ có hoặc không có sườn gia 

cường. Phần tử này cải thiện được độ chính xác của mô hình và giảm bớt sự bất ổn 

về kết quả số liên quan đến hiện tượng khóa màng khi phân tích kết cấu vỏ. 

- Xây dựng phần tử tứ giác 4 nút SQ4P dựa trên chuỗi đa thức Chebyshev để phân 

tích tuyến tính kết cấu dạng tấm vỏ. Kết quả số được cải thiện dựa vào lưới chia 

lẫn bậc của đa thức Chebyshev. 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

11 

 

Chương 2 

CƠ SỞ LÝ THUYẾT 
 

2.1  Vật liệu áp dụng 

2.1.1 Vật liệu đẳng hướng cơ bản  

Vật liệu được coi là đẳng hướng nếu các đặc tính không phụ thuộc vào hướng. Các đặc 

tính vật liệu đẳng hướng được liệt kê dưới đây. Tùy thuộc vào loại phần tử, loại phân tích 

và tải trọng, không phải tất cả các đặc tính của vật liệu đều có thể được yêu cầu [63, 64].  

2.1.1.1 Mật độ khối lượng ρ 

Mật độ khối lượng của vật liệu là khối lượng của nó trên một đơn vị thể tích. Mật độ 

khối lượng có thể áp dụng cho tất cả các phần tử tuyến tính. Tính chất này được yêu cầu 

trong tất cả các phân tích tuyến tính liên quan đến trọng lực hoặc tải trọng có gia tốc. 

Thuộc tính này cũng cần thiết cho phân tích dao động để tìm tần số dao động và tất cả 

các phân tích động theo phương thức chồng chất. 

2.1.1.2 Mô đun Young E 

Mô đun Young là độ dốc của đường thẳng thể hiện mối liên hệ giữa biến dạng và ứng 

suất của vật liệu trong giới hạn đàn hồi. Nó cũng được gọi là mô đun đàn hồi của vật liệu. 

Mô đun đàn hồi có thể áp dụng cho tất cả các phần tử tuyến tính và cần thiết cho tất cả 

các phép phân tích tuyến tính. 

2.1.1.3 Hệ số giãn nở nhiệt 

Hệ số giãn nở nhiệt dựa trên sự co lại hay giãn nở của vật liệu do chênh lệch nhiệt độ. 

Điều này có thể áp dụng cho tất cả các loại phần tử tuyến tính và là bắt buộc đối với bất 

kỳ mô hình tuyến tính nào có chứa tải nhiệt. 

2.1.1.4 Hệ số Poisson µ 

Hệ số Poisson được tìm thấy bằng cách lấy trị tuyệt đối của tỷ số giữa biến dạng hông 

và biến dạng dọc trục cho cấu kiện chịu tải dọc trục. Các giá trị điển hình cho hệ số 

Poisson nằm trong khoảng từ 0.0 đến 0.5. Nó có thể áp dụng cho tất cả các loại phần tử 

tuyến tính ngoại trừ giàn và là bắt buộc đối với tất cả các loại phân tích tuyến tính. 

2.1.1.5 Mô đun đàn hồi cắt G 
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Mô đun đàn hồi cắt tương tự là độ dốc của đường ứng suất cắt & biến dạng cắt của vật 

liệu. Đây cũng được gọi là môđun của độ cứng. Nó có thể áp dụng cho tất cả các loại 

phần tử tuyến tính ngoại trừ giàn và dầm. 

2.1.2 Vật liệu composite 

Vật liệu composite được cấu thành từ hai vật liệu có tính chất vật lý và hóa học khác 

nhau, thường gọi là vật liệu cốt gia cường và vật liệu nền. Khi chúng kết hợp với nhau sẽ 

tạo ra một loại vật liệu tiên tiến có tính năng vượt trội hơn so với vật liệu truyền thống 

chẳng hạn như bền hơn, nhẹ hơn hoặc kháng điện [65]. Vật liệu cốt gia cường được cấu 

tạo từ các sợi thuỷ tinh, sợi gốm,… hoặc từ các loại hạt phi kim và kim loại như mô tả ở 

Hình 2.1. Vật liệu nền có công năng định vị và giữ ổn định cốt gia cường, chúng thường 

được cấu tạo từ polyme, vữa xi măng,… 

 

 
Hình 2.1: Mô tả vật liệu composite, [66] 

 

Phân loại cụ thể 

•   Theo cấu tạo 

       Vật liệu composite được cấu thành từ các hạt gia cường hay các sợi gia cường kèm 

vật liệu nền như Hình 2.2. 

 

 
 

 
Hình 2.2: Vật liệu composite theo cấu tạo, [66] 
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•   Theo bản chất 

       Vật liệu composite được cấu thành từ vật liệu nền vô cơ, hữu cơ và khoáng vật. Hình 

2.3 mô tả loại composite nền hữu cơ. 

 

 

 
Hình 2.3: Tre và sản phẩm composite từ tre, [66] 

 

Trong kỹ thuật, vật liệu composite còn được phân loại theo [67] như sau 

•   Composite cốt bột hay hạt 

•   Composite cốt vải 

•   Composite lớp vuông 

Vật liệu composite còn được xếp thành 3 nhóm chính theo quan điểm cơ học 

•   Composite đẳng hướng 

•   Composite trực hướng: đúng trục và lệch trục  

•   Composite đẳng hướng ngang: đúng trục và lệch trục  

Có thể mô tả trạng thái ứng suất phẳng cho vật liệu composite như sau 

•   Lớp composite trực hướng và đẳng hướng ngang đúng trục 

Quan hệ giữa ứng suất và biến dạng 

1 11 12 1

2 12 22 2

12 66 12

0

0

0 0

     
    

=    
         

Q Q

Q Q

Q

 

 

 

 (2.1) 
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trong đó 

11 1 12 211Q E / ( ) = − ;  
11 21 1 12 211Q E / ( )  = −  

(2.2) 

22 2 12 211Q E / ( ) = − ; 66 12=Q G  

Ở đây 1E , 
2E , 

12  và 
12G  là bốn mô đun kỹ thuật độc lập của lớp vật liệu composite. 

•   Lớp composite trực hướng và đẳng hướng ngang lệch trục 

Lớp composite lệch trục thường gặp như Hình 2.4 



z  (3)

x

y

z  (3)

x

y

1

2

 
Hình 2.4: Lớp composite lệch trục 

 

Thực hiện phép quay tenxơ ứng suất từ hệ trục chính (1, 2) đến hệ trục quy chiếu (x, y) 

2 2

1

2 2

2

2 2

12

cos sin 2sin cos

sin cos 2sin cos

sin cos sin cos cos sin

x

y

xy

     

     

       

   −  
    

=    
    − −     

 (2.3) 

Thực hiện phép quay tenxơ biến dạng từ hệ trục quy chiếu (x, y) đến hệ trục chính (1, 2) 

2 2

1

2 2

2

2 2

12

cos sin sin cos

sin cos sin cos

2sin cos 2sin cos cos sin

x

y

xy

     

     

       

    
    

= −    
    − −    

 (2.4) 

Quan hệ giữa ứng suất và biến dạng trong hệ trục (x, y) 

11 12 16

12 22 26

16 26 66

    
    

=    
    
    

' ' '

x x

' ' '

y y

' ' '

xy xy

Q Q Q

Q Q Q

Q Q Q

 

 

 

 (2.5) 

trong đó 

4 4 2 2

11 11 22 12 66cos sin 2( 2 )cos sin'Q Q Q Q Q   = + + +  

(2.6) 
4 4 2 2

12 12 11 22(cos sin ) ( )cos sin'Q Q Q Q   = + + +  

3 3

16 11 12 66 12 22 66( 2 )cos sin ( 2 )cos sin'Q Q Q Q Q Q Q   = − − + − +  
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4 4 2 2

22 11 22 12 66sin cos 2( 2 )cos sin'Q Q Q Q Q   = + + +  

3 3

26 11 12 66 12 22 66( 2 )cos sin ( 2 )cos sin'Q Q Q Q Q Q Q   = − − + − +  

4 4 2 2

66 66 11 22 12 66(cos sin ) [ 2( )]cos sin'Q Q Q Q Q Q   = + + + − +  

2.1.3 Vật liệu phân cấp chức năng FGM (Functionally Graded Material) 

Nhược điểm tập trung ứng suất được khắc phục đáng kể nếu sự thay đổi các đặc tính 

vật liệu diễn ra từ từ. Đây là cơ sở để hình thành và phát triển phần lớn các vật liệu phân 

cấp chức năng, ví dụ mô tả như Hình 2.5. Vật liệu phân cấp chức năng (FGM) có thể xem 

là một loại vật liệu composite đặc biệt với các đặc trưng vật liệu thay đổi liên tục nhằm 

mục đích cải thiện và tối ưu khả năng chịu tải trọng nhiệt và cơ của kết cấu. Loại vật liệu 

này được chế tạo với sự thay đổi dần dần theo quy luật gradient của cấu trúc nhằm đạt 

được những ưu điểm nổi trội của vật liệu thành phần [68-72]. 

 

 
Hình 2.5: Vật liệu phân cấp chức năng FGM, [69, 71] 

 

Vật liệu FGM thường được cấu tạo từ hai thành phần là kim loại (metal) và gốm 

(ceramic) với các đặc tính cơ học như Bảng 2.1. 

 
Bảng 2.1: Những đặc tính của vật liệu thành phần gốm và kim loại 

Vật liệu thành phần Tính năng 

Gốm Chống oxy hóa cao, Dẫn nhiệt thấp, Chịu nhiệt cao. 

Kim loại Chịu lực lớn, Độ dẻo dai cao, Hệ số dẫn nhiệt cao. 
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Vật liệu FGM áp dụng nhiều đối với kết cấu làm việc trong môi trường khắc nghiệt 

như thiết bị đẩy phản lực, vỏ lò tinh luyện các loại xỉ, các bộ phận động cơ, quặng khai 

khoáng, thiết bị tiếp xúc với nguồn điện công suất lớn, lá chắn nhiệt của tàu vũ trụ,... Ví 

dụ như thiết bị chịu nhiệt cao truyền thống với một lớp vật liệu gốm tráng phủ lên kết cấu 

kim loại dễ dẫn đến sự tập trung ứng suất và hình thành biến dạng dẻo hoặc nứt do sự 

thay đổi đột ngột tính chất vật liệu tại vị trí tiếp xúc gây ra. Những nhược điểm đó có thể 

được khắc phục bằng cách điều chỉnh tính chất vật liệu thay đổi liên tục dựa trên các vật 

liệu thành phần. Cụ thể tại những vị trí cần các tính năng cơ học có tính dẻo dai, tính bền 

thì hàm lượng kim loại cao và ngược lại tại những vị trí cần chịu nhiệt và ăn mòn cao thì 

hàm lượng gốm cao,… Hình 2.6 thể hiện một sản phẩm của ngành vũ trụ trên cơ sở áp 

dụng vật liệu FGM. 

 

     
Hình 2.6: Hệ thống đẩy phản lực làm bằng vật liệu FGM, [66] 

 

Có ba loại vật liệu phân cấp chức năng chính 

•   Vật liệu P-FGM 

Đối với loại vật liệu FGM này mô hình kết cấu được chỉ ra trong Hình 2.7. Ở đó các 

thành phần kim loại và gốm được phân bố thông qua chiều dày kết cấu, một mặt giàu 

gốm và một mặt giàu kim loại, theo các tài liệu [68, 69, 72]. 
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z

xh/2

-h/2

 

 
Hình 2.7: P-FGM 

 

Ứng với một đơn vị thể tích kết cấu sẽ chứa tỉ phần thể tích kim loại Vm và tỉ phần thể 

tích gốm Vc thỏa Vc+Vm = 1, giả thiết biến đổi tỷ lệ thể tích của các thành phần vật liệu 

theo chiều dày kết cấu h dựa vào một hàm lũy thừa của biến chiều dày z (quy luật hàm 

mũ) như dưới đây 

( ) 0 5

n

c

z
V z .

h

 
= + 

 
,  2 2h / z h /−   ,  ( ) ( )1= −m cV z V z  (2.7) 

trong đó chỉ số dưới m và c tương ứng chỉ thành phần kim loại và gốm, n gọi là chỉ số tỷ 

lệ thể tích (volume fraction index) và là một số không âm. Theo quy luật phân bố vật liệu 

như công thức (2.7) khi n = 0 kết cấu thuần nhất là gốm, khi tăng n thì tỷ lệ gốm trong kết 

cấu FGM giảm. 

•   Vật liệu S-FGM 

Đối với loại vật liệu S-FGM này, nó còn được gọi là vật liệu FGM đối xứng phân bố 

theo quy luật hàm Sigmoid như Hình 2.8 và theo các tài liệu [68, 72, 73]. Kết cấu bao 

gồm mặt giữa giàu kim loại và được bao bọc bởi các mặt ngoài giàu gốm, tấm hai lớp đối 

xứng tạo thành từ vật liệu FGM là một ví dụ như thế. 

gốm 

kim loại 
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O metal

z

h/2

-h/2

x

 

 
Hình 2.8: S-FGM 

 

Tỷ lệ thể tích của các thành phần gốm và kim loại, Vc và Vm được giả thiết biến đổi theo 

quy luật hàm lũy thừa của biến chiều dày z (quy luật hàm Sigmoid, sử dụng quy luật hàm 

mũ cho 2 miền) như sau 

( )

2
1 2 0

2
1 0 2

n

m n

z
, h / z

h
V z

z
, z h /

h

  
+ −    

  
= 

− 
+   

 

,  ( ) ( )1= −c mV z V z  (2.8) 

trong đó n có thể được chọn để xác định phân bố vật liệu tối ưu trong một ứng dụng cụ 

thể của kết cấu, là một số không âm và được gọi là chỉ số tỷ lệ thể tích. Theo quy luật 

phân bố vật liệu ở công thức (2.8) khi n = 0 kết cấu thuần nhất kim loại, khi n = 1 các 

thành phần vật liệu gốm và kim loại trong kết cấu phân bố tuyến tính qua chiều dày, và 

khi n tăng tỷ lệ gốm trong kết cấu FGM tăng. 

•   Vật liệu E-FGM 

Đối với loại vật liệu E-FGM thì mô đun đàn hồi của nó được giả thiết tuân theo quy 

luật hàm siêu việt (hàm e mũ) như Hình 2.9 và theo các tài liệu [68, 72, 74] 

( ) 2

 
+ 

 =

h
B z

E z Ae ,  = tA E  ,  
1  

=  
 

b

t

E
B ln

h E
  (2.9) 

với Eb là mô đun đàn hồi của tấm ở mặt dưới, Et là mô đun đàn hồi của tấm ở mặt trên 

của kết cấu FGM. 

gốm 

kim loại 

gốm 
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Hình 2.9: E-FGM 

 

Phạm vi luận án chỉ xét vật liệu chức năng FGM thông thường tức là loại P-FGM.   

2.1.4 Vật liệu xốp phân cấp chức năng FGP (Functionally Graded Porous) có gia 

cường tấm tiểu cầu graphene (Graphene PlateLets) 

Trong những năm gần đây, vật liệu xốp nhân tạo là một trong những vật liệu 

composite ưu tú nhất nhờ sở hữu sự kết hợp siêu việt giữa các tính chất cơ lý. Đặc biệt, 

"metal foams", một trong những vật liệu có độ xốp cao với cấu trúc tế bào, đã thể hiện 

tiềm năng phi thường để đạt được sự cải thiện đáng kể về độ cứng cấu trúc,...[75, 76] 

Thành tựu của "metal foams" đã được thương mại hóa rộng rãi trong xã hội. Các đặc tính 

của vật liệu có độ bền cao nhưng trọng lượng nhẹ để ứng dụng trong kỹ thuật hàng không 

vũ trụ, thiết kế tương thích sinh học của mô nhân tạo và cấy ghép xương trong kỹ thuật y 

sinh là ba ví dụ nổi bật nhất trên thế giới. Sau đó, ý tưởng về độ xốp phân cấp theo chức 

năng (FGP) được đề xuất để dễ kiểm soát hơn và do đó, các đặc tính cơ học có thể đạt 

được bằng cách thay đổi tỉ mỉ mật độ và kích thước của các lỗ xốp trong bọt kim loại. 

Một số hình ảnh thực tế được minh họa trong Hình 2.10 với [77] liên quan đến hoạt động 

ghép xương bao gồm cả xương cứng bên ngoài và xương xốp bên trong. FGP đã tạo cơ 

hội để kiểm soát các đặc tính vật liệu của "metal foams" nhưng trên thực tế, độ bền của 

vật liệu FGP đó có thể bị tổn hại đáng kể. Một cách tiếp cận phổ biến để khôi phục độ 

bền của FGP là gia cố bằng ống nano cacbon (CNTs) hoặc tiểu cầu graphene (GPLs). 
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(a) (b) (c) 

Hình 2.10: Cấu trúc xương làm từ FGP: (a) đốt sống, (b) hộp sọ và (c) xương chậu, [77] 

 

Kết cấu làm từ vật liệu xốp phân cấp chức năng được gia cường bằng tiểu cầu 

graphene được gọi tắt là kết cấu FGP-GPLs. Dọc theo chiều dày của kết cấu có ba loại 

phân bố độ xốp là P-S, P-A và P-U như Hình 2.11.   

h/2

-h/2

z

x

E'1

2E'

E'1  

h/2

-h/2

z

x

E'1

2E'
 

(a) (b) 

h/2

-h/2

z

x

E'

E'
 

(c) 

  Hình 2.11: a) P-S, b) P-A và c) P-U 

 

Mật độ khối lượng, mô đun Young, mô đun đàn hồi cắt được đưa ra 

 ( ) 1 ( )s

mz e z  = −  

(2.10)  G( ) 1 ( )s

oz G e z= −  

( ) [1 ( )]s

oE z E e z= −  

với ( )z  được gọi là hàm phân phối độ xốp 
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( )

( )

cos / , P -S

( ) cos / 2 / 4 , P - A

, P - U




= +



z h

z z h



  



 (2.11) 

sE , sG  và s  theo thứ tự là những giá trị lớn nhất của mô đun Young, mô đun đàn hồi 

cắt và mật độ khối lượng của kết cấu FGP-GPLs. Hệ số xốp e0 được định nghĩa 

' '

2 11 /oe E E= −  (2.12) 

trong đó '

1E  và '

2E
 
là mô đun Young hữu hiệu nhỏ nhất và lớn nhất ứng với hai loại phân 

bố P-S và P-A khi không gia cường tiểu cầu graphene như mô tả Hình 2.11. Dựa vào luật 

phân phối ngẫu nhiên của Gauss [77-79] 

( ) ( )( )( ) ( )
2.3

/ / 0.121 /1.121 , 0.15 / 1= +  s s sE z E z z     (2.13) 

Ngoài ra, hệ số phân bố khối lượng 

( )( ) ( )2.31.121 1 1 /m oe e z z = − −  (2.14) 

và hệ số Poisson 

( ) ( )20.221 0.342 1.21 1sz    = + − +  

(2.15) 

( )( )2.31.121 1 1 oe z = − −
 

với s  là hệ số Poisson khi xem xét vật liệu không xốp. Cần nhấn mạnh rằng tổng khối 

lượng kết cấu không thay đổi giữa các loại phân bố xốp nên theo [79, 80]  

( )( )
2.3

/ 0.121 /1.121 1 /s

oM h e  = − + +
  

 

(2.16) 

( )
/2

/2
d

h

h
M z z

−
= 

 

Liên quan đến sự phân bố tiểu cầu graphene 

( )

( )

1

2

3

cos / 1 ,

( ) cos / 2 / 4 1 ,

,

i

GPL i

i

V z h GPL - S

V z V z h GPL - A

V GPL -U



 

 − +  


= − + +   



 (2.17) 

Ba loại phân bố tiểu cầu graphene GPL-S, GPL-A và GPL-U được thể hiện như trong 

Hình 2.12. 
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z
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z
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h/2

-h/2
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(a) (b) 

z

h/2

-h/2

VGPL

V i3

0

 
(c) 

Hình 2.12: a) GPL-S, b) GPL-A và c) GPL-U 

  

Giá trị ( )GPLWF  được tính toán thông qua 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

/2 /2

/2 /2

/

1 d 1 d

GPL m GPL m GPL GPL GPL

h h

m GPL m
h h

WF WF WF

e z z V z e z z

   

 
− −

 + −
 

 − = −       
 (2.18) 

Theo mô hình Halpin-Tsai [81, 82] 

( ) ( ) ( ) ( ) 3 1 / 1 5 1 / 1 / 8s

m L L GPL L GPL W W GPL W GPLE E V V V V     = + − + + −        (2.19) 

trong đó 

( ) ( ) ( ) ( )/ 1 / / , / 1 / /

2 / , 2 /

W GPL m GPL m W L GPL m GPL m L

W GPL GPL L GPL GPL

E E E E E E E E

w t l t

   

 

= − + = − +      

= =
 (2.20) 

với 
GPLl  , 

GPLt  
và GPLw

 
lần lượt là chiều dài, chiều dày và chiều rộng trung bình của GPLs; 

GPLE  là mô đun Young của GPLs. Bên cạnh đó, hệ số Poisson s  và mật độ khối lượng 

s  của kết cấu FGP-GPLs được thể hiện như dưới 

s

GPL GPL m mV V  = +  

(2.21) 
s

GPL GPL m mV V  = +
 

1m GPLV V= −
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2.2 Lý thuyết tấm/vỏ 

2.2.1 Lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất FSDT (First-order Shear Deformation 

Theory) 

Lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất hay là lý thuyết Reissner-Mindlin có kể đến biến 

dạng cắt ngang. Trường chuyển vị được mô tả như sau 

( ) ( )0, , ,= +xu x y z z u x y  

(2.22) ( ) ( )0, , ,= +yv x y z z v x y
 ( ) ( )0, , ,w x y z w x y=

 với 
ou , ov , 

ow  là ba thành phần chuyển vị thẳng của một điểm nằm trên mặt trung hòa và 

x  và y  là các chuyển vị xoay quanh trục x và trục y như Hình 2.13. Trên cơ sở trường 

chuyển vị không sử dụng đạo hàm như thể hiện ở các công thức của (2.22) nên chỉ cần 

liên tục bậc C0, theo [2, 4, 5, 35]. Tuy nhiên tính chính xác của lý thuyết phụ thuộc nhiều 

vào hệ số hiệu chỉnh cắt. Lý thuyết này được sử dụng trong các chương 4, 5 và 6 cho việc 

xây dựng các phần tử SQ4T, SQ4C và SQ4P. 



w /x
FSDT

x

(u,w)

( u ,w )o o

o

 
Hình 2.13: Lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất (FSDT) 

 

2.2.2 Lý thuyết biến dạng cắt bậc cao HSDT (Higher-order Shear Deformation 

Theory) 

Để vượt qua hạn chế của lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất (FSDT), lý thuyết biến dạng 

cắt bậc cao (HSDT) như Hình 2.14 ra đời và không đòi hỏi hệ số hiệu chỉnh cắt. Sau đây 

là trường chuyển vị của lý thuyết biến dạng cắt bậc ba (TSDT) của Reddy [2], một trong 

những lý thuyết dùng trong phân tích kết cấu tấm/vỏ  

( ) ( ) 3 0
0 2

4
, , ,

3

 
= + − + 

 
x x

w
u x y z u x y z z

h x
   

(2.23) 

( ) ( ) 3 0
0 2

4
, , ,

3

 
= + − + 

 
y y

w
v x y z v x y z z

h y
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( ) ( )0, , ,=w x y z w x y  

Với sự xuất hiện đạo hàm trong các công thức của (2.23), các công thức phần tử hữu hạn 

áp dụng cho lý thuyết này thường đòi hỏi hàm xấp xỉ liên tục C1. Điều này dẫn đến sự 

phức tạp trong xây dựng hàm xấp xỉ cũng như đòi hỏi thời gian tính toán khá lâu. Cách 

khắc phục sẽ thể hiện rõ hơn trong chương 3 với phần tử SQ4H.   

HSDT

x

(u,w)
w /xo

( u ,w )o o

 
Hình 2.14: Lý thuyết biến dạng cắt bậc cao (HSDT) 

 

2.3 Công thức phần tử hữu hạn 

Trong mục này, một số công thức phần tử hữu hạn cơ bản sử dụng trong luận án được 

mô tả nhằm cung cấp một cái nhìn tổng quan về các phần tử màng, phần tử tấm uốn và 

phần tử vỏ phẳng. Cuối cùng là các phương trình phần tử hữu hạn dùng trong phân tích 

uốn tĩnh, phân tích dao động tự do và phân tích ổn định. 

2.3.1 Phần tử màng tứ giác đẳng tham số 

Các công thức phần tử hữu hạn của phần tử màng tứ giác đẳng tham số được xem xét 

ngắn gọn cho các bài toán ứng suất phẳng. Phần tử tứ giác bốn nút với hai bậc tự do trên 

mỗi nút như thể hiện trong Hình 2.15 và theo các tài liệu [5, 83] 
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Hình 2.15: Phần tử màng tứ giác đẳng tham số  
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Xấp xỉ chuyển vị trong mặt phẳng theo 2 phương x và y được xác định như sau 

( )
4

1

,i i

i

u N u 
=

=   

(2.24) 

( )
4

1

,i i

i

v N v 
=

=   

với ( ) ( )( ), 1 1 / 4i i iN     = + +  là hàm dạng của phần tử. 

Trường biến dạng màng thu được bằng các đạo hàm của chuyển vị 

4

1

0

0

x

m y m mi i

i

xy

x

y

y x






=

 
 
  

  
= = = =   

   
    

 
  

u B q B q  (2.25) 

trong đó  
T

u vu = ,  
T

i i iu vq =  là véc-tơ chuyển vị nút và mB  là ma trận liên hệ giữa 

biến dạng và chuyển vị màng.  

,

,y

,y ,

0

0

i x

mi i

i i x

N

N

N N

 
 

=  
 
 

B  (2.26) 

Đối với vật liệu đẳng hướng đàn hồi tuyến tính, ứng suất có thể thu được 

2

1 0

1 0
1

1
0 0

2

x

m y m m m

xy

E
 

 


 

 
  
  

= = =   
−   −   

 

D    (2.27) 

Thế năng toàn phần được tính toán như sau 

1
d d

2

T T

m m m m

 

 =  −  D q b   (2.28) 

Cực tiểu thế năng toàn phần suy ra ma trận độ cứng màng của phần tử và véc-tơ lực nút  

dT

m m m m



= K B D B  

(2.29) 

dT

b



= f N f  
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2.3.2 Phần tử tấm tứ giác uốn có kể biến dạng cắt 

Trong phần này, phần tử tấm uốn bốn nút dựa trên lý thuyết Mindlin-Reissner được trình 

bày. Phần tử thể hiện như trong Hình 2.16 và theo các tài liệu [5, 83]. Mỗi nút của phần 

tử sở hữu ba bậc tự do, cụ thể là chuyển vị ngang w và các chuyển vị xoay 
x , y .  

x

yz
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2

3

4


x4

w
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y4
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w
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y3


x2

w
2


y2


x1

w
1
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Hình 2.16: Phần tử tấm uốn  

 

Trường chuyển vị u của tấm được nội suy như sau 

4

1

T

x y i i

i

w  
=

 = =  u N q  (2.30) 

với 
iN  là hàm dạng song tuyến tính và i i xi yiw   =  q  là véc-tơ chuyển vị nút của 

phần tử. Giá trị xấp xỉ của biến dạng được tính toán 

,

,

,y y,

x x x

b y y y b

xy x x

 

 

  

   
   

= = =   
   +   

B q  

(2.31) 

xz

s s

yz





 
= = 

 
B q  

trong đó 

,

,y

,y ,

0 0

0 0

0

i x

bi i

i i x

N

N

N N

 
 

=  
 
 

B  

(2.32) 

,

,y

0

0

i x i

si

i i

N N

N N

 
=  

 
B  

Chiều dày h 
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Mối quan hệ ứng suất-biến dạng đàn hồi tuyến tính cho vật liệu đồng chất và đẳng hướng 

2

1 0

1 0
1

1
0 0

2

x

b y b

xy

E
 

 


 

 
  
  

= =   
−   −   

 

   

(2.33) 

( )

1 0

0 12 1

xz

s s

yz

E

 

   
= =   

+   
   

Thế năng toàn phần với lực ngang trên một đơn vị diện tích p được tính toán như sau 

/2 /2

/2 /2

1
d d d d d

2 2

h h

T Ts
p b b s s

h h

k
z z w

 −  − 

 =  +  −     p     (2.34) 

với 
5

6
sk =  là hệ số hiệu chỉnh cắt. Có thể viết lại thế năng toàn phần dưới dạng 

1 1
d d d

2 2

T T

p b b b s s s w
  

 =  +  −   D D p     (2.35) 

trong đó bD  và sD  là ma trận vật liệu cho phần uốn và cắt 

( )

3

2

1 0

1 0
12 1

1
0 0

2

b

Eh







 
 
 

=  
−  −

 
 

D  

(2.36) 

( )

1 0

0 12 1

s
s

k Eh



 
=  

+  
D  

Cực tiểu thế năng toàn phần suy ra ma trận độ cứng của phần tử và véc-tơ lực nút  

d dT T

p b b b s s s b s

 

=  +  = + K B D B B D B K K  

(2.37) 

dT



= f N p  

2.3.3 Phần tử vỏ phẳng 

Hai phần tử trên có thể kết hợp với nhau để hình thành nên phần tử vỏ tứ giác 4 nút 

phẳng. Khi tất cả các nút của phần tử vỏ phẳng nằm trên bề mặt trung hòa của kết cấu vỏ 

thì ma trận độ cứng của phần tử này có thể được xác định đơn giản như sau 

0

0

m

shell

p

 
=  

 

K
K

K
 (2.38) 
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Đối với vỏ cong hai phương do 4 nút của phần tử không cùng mặt phẳng nên cần hiệu 

chỉnh ma trận độ cứng phần tử trước khi chuyển sang hệ quy chiếu tổng thể. Mặt phẳng 

chiếu được xác định thông qua các trung điểm các cạnh phần tử sau đó hiệu chỉnh véc-tơ 

chuyển vị nút theo tác giả Nguyen-Van [5] và tác giả Taylor [84], xem Hình 2.17 

'

'

'

'

'

'

'

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

i i

i i

i i

i i i

ixi xi

ixi xi

xi xi

u u

v v

w w

z

z

 

 

 

    
    
    
       

= = = =    
    
    −
    
       

q Wq  (2.39) 

Ma trận độ cứng của phần tử trong hệ tọa độ địa phương được viết lại 

T

local shell=K WK W  (2.40) 

Chuyển từ hệ tọa độ địa phương sang hệ tọa độ tổng thể, ma trận độ cứng phần tử thể 

hiện như sau 

T

global local=K R K R  (2.41) 

với 

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

 
 
 
 
 
 

T

T
R =

T

T

, 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

11 12 13

21 22 23

31 32 33

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

c c c

c c c

c c c

c c c

c c c

c c c

 
 
 
 

=  
 
 
 
  

T  (2.42) 

ijc  là cosine của góc hợp bởi trục địa phương xi và trục tổng thể Xj. 
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Hình 2.17: Phép chiếu xuống mặt phẳng trung hòa 

Mặt phẳng chiếu 
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Một lưu ý tiếp theo liên quan đến việc không có độ cứng tương ứng với bậc tự do xoay 

trong mặt phẳng phần tử 
z . Sự thiếu hụt này dẫn đến tình trạng suy biến của ma trận độ 

cứng tổng thể khi tất cả các phần tử là đồng phẳng. Một phương pháp đơn giản để khắc 

phục tình trạng này là chèn một độ cứng giả định nhỏ vào mỗi bậc tự do xoay 
z  theo 

các tác giả Zienkiewicz và Taylor [85]. Giá trị giả định không được quá bé để cho ma 

trận sau khi sửa đổi không còn là một ma trận suy biến. Đồng thời, giá trị trên cũng 

không quá lớn nhằm tránh ảnh hưởng đến độ chính xác của kết quả phân tích. Từ đó ma 

trận độ cứng tại nút i của phần tử được viết lại dưới đây 

( )

( )
( )

2 32 2

3 2 3 3

3

,

0

0

0 0 10 max

m xx

i x p x

i i

−

 
 

=  
 
  

K 0

K 0 K

K

 (2.43) 

 

2.3.4 Công thức phần tử hữu hạn trong phân tích uốn tĩnh, dao động tự do và ổn 

định 

Dựa vào các tài liệu [4, 5, 35, 83], công thức phần tử hữu hạn dùng cho phân tích uốn 

tĩnh, dao động tự do và ổn định được trình bày như sau: 

Trường hợp phân tích uốn tĩnh, thế năng toàn phần của tấm dưới tác dụng tải ngang p 

được viết bởi 

( )
1

d d
2

T T T

ut m m m b b b s s s w
 

 = + +  −  D D D p       (2.44) 

Trường hợp phân tích dao động tự do, thế năng toàn phần của tấm được viết dưới dạng 

( )
1 1

d d
2 2

T T T T

td m m m b b b s s s m
 

 = + +  +  D D D u u       (2.45) 

Trường hợp phân tích ổn định, thế năng toàn phần của tấm cũng được thể hiện như sau 

( ) 0

1 1
d d

2 2

T T T T

od m m m b b b s s s g g

 

 = + +  +  D D D          (2.46) 

với 
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0 0
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x xy
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=  

  

 ,  

0

3

0 0

3
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h

h /
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=
 
  

 , 

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

,x

,y

x,x

g

x,y

y,x

y,y

w

w









 
 
 
 

=  
 
 
 
  

  (2.47) 

Khảo sát miền bài toán Ω được rời rạc thành ne miền con. Dựa trên mô hình phần tử tứ 

giác 4 nút kết hợp lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất FSDT, nghiệm u được xấp xỉ 

4

1

T

x y i i

i

u v w  
=

 = =  u N q  (2.48) 

trong đó 
iN  là hàm dạng song tuyến tính,  

T

i mi bi=q q q ,  
T

mi i iu v=q , 

T

bi i xi yiw   =  q  là các véc-tơ chuyển vị của phần tử. Xấp xỉ biến dạng màng, uốn, 

cắt và hình học 

m m m= B q , b b b= B q , 
s s b= B q , g g b= B q  (2.49) 

với 
miB , 

biB , siB  như công thức (2.26), (2.32) và 

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

i ,x

i ,y

i ,x

gi

i ,y

i ,x

i ,y

N

N

N

N

N

N

 
 
 
 

=  
 
 
 
  

B  (2.50) 

Cực tiểu năng lượng từ các phương trình (2.44÷2.46), công thức phần tử hữu hạn dùng để 

phân tích tĩnh 

Kq = F  (2.51) 

với K là ma trận độ cứng tổng và F là véc-tơ lực  

d d dT T T

m m m b b b s s s m b s

  

 +  +  = + +  K = B D B B D B B D B K K K  

(2.52) 

dT



F = N p  

Công thức phần tử hữu hạn dùng để phân tích dao động tự do 

( )2 0− =K M q  (2.53) 

Với    là tần số tự nhiên và M  là ma trận khối lượng tổng thể 
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dT



= M N mN
 

(2.54) 

2

2

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

= 0 0 1 0 0

0 0 0 12 0

0 0 0 0 12

h

h /

h /



 
 
 
 
 
 
  

m  

Công thức phần tử hữu hạn dùng để phân tích ổn định 

( ) 0g− =K K q
 

(2.55) 

Với   là lực tới hạn và gK  là ma trận độ cứng hình học tổng thể 

0 dT

g g g



= K B B
 (2.56) 
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Chương 3 

 PHẦN TỬ SQ4H 
 

3.1  Giới thiệu 

Trong chương này lần lượt trình bày lý thuyết biến dạng cắt bậc cao HSDT của Reddy 

được cải biên thành C0-HSDT, xây dựng phần tử tứ giác SQ4H (Sort…Q4…C0-HSDT) 

dựa trên cải biên C0-HSDT kết hợp kỹ thuật làm trơn biến dạng trên miền con phần tử, 

kết quả tính toán số minh họa, so sánh và đánh giá. Cuối cùng là những kết luận cho phần 

tử này. 

3.2 Kỹ thuật cải biên HSDT thành C0-HSDT 

Lý thuyết biến dạng cắt bậc cao HSDT của Reddy [2] được trình bày như sau 

                     ( ) ( ) ( )2 3

0, , , ,y x xu x y z u z z x y z x y  = + + +  

(3.1)                      ( ) ( ) ( )2 3

0, , , ,
2 2

x y y

h h
v x y z v z z x y z x y z  = − + + −    

                     ( ) 0, ,w x y z w=  

Trong đó u, v và w là các chuyển vị theo phương x, y và z.  

                ξx, ξy, ζx và ζy  là các hàm được xác định từ điều kiện ứng suất tiếp thẳng góc 

bằng 0 ở mặt dưới và mặt trên của tấm   

0xz = , / 2z h=   
(3.2) 

0yz = , / 2z h=   

Từ mối quan hệ giữa biến dạng trượt và ứng suất tiếp suy ra  

xz xzG =  với 22 3xz y x x

w
z z

x
   


= + + +


 

(3.3) 

yz yzG =  với 22 3yz x y y

w
z z

y
   


= − + + +


 

Điều kiện (3.2) dẫn đến 

2

/2
2 3 0

2 2
xz y x xh

h h w

x
   

 
= + + + = 

 
 

(3.4) 
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2

/2
2 3 0

2 2
xz y x xh

h h w

x
   

−

 
= − + − + = 

 
 

2

/2
2 3 0

2 2
yz x y yh

h h w

y
   

 
= − + + + = 

 
 

2

/2
2 3 0

2 2
yz x y yh

h h w

y
   

−

 
= − − + − + = 

 
 

Từ (3.4) suy ra  

0x =  và 0y =  

(3.5) 

2

4

3
x y

w

h x
 

 
= − + 

 
 và  

2

4

3
y x

w

h y
 

 
= − − + 

 
 

Thay các biểu thức ở (3.5) vào (3.1)  

                     ( ) 3 0
0 2

4
, ,

3
y y

w
u x y z u z z

h x
 

 
= + − + 

 
 

(3.6) 
                     ( ) 3 0

0 2

4
, ,

3
x x

w
v x y z v z z

h y
 

 
= − − − + 

 
 

                     ( ) 0, ,w x y z w=  

Bằng cách đặt 
0 / xw x   =  và 0 / yw y   = , công thức (3.6) được viết lại 

                     ( )
3 3

0 2 2

4 4
, ,

3 3
y x

z z
u x y z u z

h h
 

 
= + − − 

 
 

(3.7) 
                     ( )

3 3

0 2 2

4 4
, ,

3 3
x y

z z
v x y z v z

h h
 

 
= − − − 

 
 

                     ( ) 0, ,w x y z w=  

 Các công thức phần tử hữu hạn áp dụng cho HSDT thường đòi hỏi hàm xấp xỉ liên tục 

bậc cao. Điều này dẫn đến sự phức tạp khi xây dựng hàm xấp xỉ phần tử hữu hạn. Để 

khắc phục những hạn chế này, tác giả Reddy đã đề xuất một hình thức tính khác áp dụng 

cho HSDT mà chỉ đòi hỏi hàm xấp xỉ dạng tham số C0 hay được gọi là C0-HSDT. Trong 

C0-HSDT, hai biến độc lập được bổ sung để biểu diễn đạo hàm của chuyển vị. Theo (3.7) 

trường chuyển vị bây giờ sẽ bao gồm 7 ẩn số 0u , 0v , 0w , 
x , y , x  và y  độc lập nhau 

như Hình 3.1.  
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Hình 3.1: Chiều dương quy ước của các chuyển vị thẳng và xoay trong tấm 

 

3.3 Xây dựng phần tử SQ4H 

 Phần tử tứ giác SQ4H bao gồm 4 nút trong đó mỗi nút có 7 bậc tự do được xây dựng 

dựa vào kỹ thuật làm trơn biến dạng ở miền con của phần tử theo [4, 5, 32, 35] trên nền 

tảng C0-HSDT kết hợp lý thuyết của Von-Kármán liên quan đến biến dạng nhỏ-chuyển vị 

lớn để phân tích phi tuyến kết cấu tấm composite nhiều lớp dáng phẳng và gấp.  

Véc-tơ biến dạng trong mặt phẳng được trình bày 

2

2

1

2
1

2

,x ,x

x

y ,y ,y

xy ,y ,x ,x ,y

u w

v w

u v w w







 
+  

    
= = +   

   
+ +   

  

ε  (3.8) 

Có thể viết tóm tắt lại như sau 

3

1 22

4

3
m b bz z

h
= + −ε ε ε ε  (3.9) 

với 

2

0,

0,

2

0, 0,

0, 0, 0, 0,

1

2
1

2

x

x

L NL

m y y m m

y x x y

w
u

v w

u v w w

 
  
    

= + = +   
   

+   
  

ε ε ε  

(3.10) 
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, ,

, ,

, , , ,

2

y x x x

x y y y

y y x x x y y x
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+

− +

− + +

 
 

=  
 
 

ε  
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0,

0,

0,

0, 0,

0
1 1

0
2 2

x

xNL

m y

y

y x

w
w

w
w

w w

 
  

= =  
  

 

ε θ  

Ngoài ra, véc-tơ biến dạng cắt ngang cũng được trình bày  

2

1 2s s sz= +ε ε ε  (3.11) 

trong đó 

0,

0,

1

x y

y x

s

w

w





+

−

 
=  

 
ε  

(3.12) 

2 2

4 x y

y x

s
h

 

 

+

−

 
= −  

 
ε  

Tóm lại biến dạng tổng được đưa ra như dưới đây 

1 2 1 2
ˆ ˆ ˆ 0 0 0 0

T T
L NL L NL

m b b s s m
   = + = +   ε ε ε ε ε ε ε ε ε  (3.13) 

Lưu ý các ký hiệu m, b, s lần lượt đề cập đến trạng thái màng (membrane), uốn (bending) 

và cắt (shearing) cũng như ký hiệu L, NL thể hiện thành phần tuyến tính (linear) và phi 

tuyến hình học (non-linear) ở các công thức theo như danh mục ký hiệu ở đầu luận án.  

 

z0

z1

z
2

z
k

z
n

k
thh/2

h/2

x

z

 
Hình 3.2: Vật liệu composite cốt sợi nhiều lớp 

 

Vì vật liệu composite cốt sợi nhiều lớp như Hình 3.2 được áp dụng trong chương này nên 

các thành phần nội lực của tấm được thể hiện theo công thức sau 



 

 

 

 

 

36 

 

1
2

1 2

12 2

2
22 2

ˆ ˆ

ˆ ˆ

1 m

1 b

1 1 b

s

s

c

c

c c c

c c

c c

    
    
        =   
    
    
        

*

o

o

o

o

o

D

A B E 0 0N ε

B D F 0 0M ε

E F H 0 0P ε

S ε0 0 0 A B

R ε0 0 0 B D

 
(3.14) 

với 

( ) ( )
/2

2

/2

, , 1, , d

h

ij

h

z z Q z
−

= A B D ,   ( ) ( )
/2

3 4 6

/2

, , z , , d

h

ij

h

z z Q z
−

= E F H     , 1,2,6i j =  

(3.15) ( ) ( )
/2

2 4

/2

ˆ ˆ ˆ, , 1, , d

h

ij

h

z z Q z
−

= A B D        , 4,5i j =  

2

4

3
1c

h
= − , 2 2

4
c

h
= −  

Dựa vào FEM, chuyển vị trong phần tử được tính toán thông qua chuyển vị nút của phần 

tử đó 

4

1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

i

i

i

i i

i

i

i

i

N

N

N

N

N

N

N

=

 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
 

u q  (3.16) 

với 

( ) ( )
1

1 1
4

i i iN   = + +
 (3.17) 

q
T

i i iu v=  i xi yi xi yiw       

Các véc-tơ biến dạng màng, biến dạng uốn và biến dạng cắt được thể hiện 

4

1

L L

m mi i

i

B
=

=  q

  

4

1 1

1

b b i i

i=

= B qε

 

4

2 2

1

b b i i

i=

= B qε

 
4

1

NL NL

m mi i

i=

= ε B q

 

4

1 1

1

s s i i

i=

= B q

 

4

2 2

1

s s i i

i=

= B qε  

(3.18) 

trong đó 

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

i ,x

L

mi i ,y

i ,y i ,x

N

N

N N

 
 

=  
 
 

B  

(3.19) 
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1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

B

i ,x

b i i ,y

i ,x i ,y

N

N

N N

 
 

= − 
 − 

 

2

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0

B

i ,x i ,x

b i i ,y i ,y

i ,x i ,y i ,y i ,x

N N

N N

N N N N

 
 

= − 
 − 

 

0
0 0 0 0 0 0

0
0 0 0 0 0 0

i ,x

i ,xNL

mi i i ,y

i ,y

i ,y i ,x

N
N

N
N

N N

 
  

= =   
  

 

B G  

1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
B

i ,x i

s i

i ,y i

N N

N N

 
=  

− 
 

2

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
B

i i

s i

i i

N N

N N

 
=  

− 
 

Có thể diễn giải thành phần phi tuyến bởi 

1 1
d d d

2 2

NL

m =ε θ+ θ   

(3.20) , , ,

,

,y ,y ,y

,y

, ,y ,y , ,y ,

d 0
d

d d 0 d
d

d d

x x x

x

x x x

w w w
w

w w w
w

w w w w w w

   
    

= = =    
    +   

θ θ   

Do đó 

d dNL

m =ε θ  

(3.21) 

,

,y

0 0

0 0

i x

x b

i

y

w
N

N




 
   

=   
   

 

θ Gq=  

d d d
NL
m

NL

m b=
B

ε θ= G q   

Dựa vào kỹ thuật làm trơn trên miền con của phần tử theo [28-34] và Hình 3.3, miền tứ 

giác của phần tử được chia thành nc miền con, lúc ấy trường biến dạng tổng quát dựa vào 

kỹ thuật làm trơn được trình bày như sau  

( )
1

x d

C

L L

m m

CA


=  

         

( )
1

x d

C

NL NL

m m

CA


= ε 

 
(3.22) 

( )1 1

1
x d

C

b b

CA


= ε ε        ( )2 2

1
x d

C

b b

CA


= ε ε  
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Lưu ý ký hiệu ~ thể hiện ghi chú “được làm trơn” vì vậy L

m , NL

mε , 
1bε , 2bε  lần lượt là các 

biến dạng trơn và CA  là diện tích của miền con đang xem xét. Thành phần biến dạng 

màng tuyến tính được thể hiện lại 

( ) ( ) ( )
4 4

1 1

1 1
x d x x d

C C

L L L

m m i i mi i

i iC C

n N q
A A = = 

=  =  =   B q 

          
(3.23) 

với 

( )

0 0 0 0 0 0
1

0 0 0 0 0 0 d

0 0 0 0 0C

i x

L

mi c i y

C

i y i x

N n

N n
A

N n N n

 
 

=  
 
 

B x

          

(3.24) 

trong đó xn  và yn  lần lượt là hai thành phần của véc-tơ pháp tuyến ngoài ứng với biên 

C . Áp dụng tích phân Gauss dọc theo 4 cạnh biên của miền con C , ( )L

mi cB x  được trình 

bày lại như dưới đây 

( )

( )

( )

( ) ( )

1

4

1 1

1 1

x 0 0 0 0 0 0

1
0 x 0 0 0 0 0

x x 0 0 0 0 0

nG

n i bn x

n

nG
L C

mi C n i bn y m

m nC

nG nG

n i bn y n i bn x

n n

w N n

w N n l
A

w N n w N n

=

= =

= =

 
 
 
 

=  
 
 
 
 



 

 

B x  (3.25) 

với nG  là số điểm tích phân Gauss, xbn là điểm Gauss và 
nw  là trọng số tương ứng. Liên 

quan đến hàm dạng song tuyến tính nên chọn 1nG = . Tương tự cho thành phần biến dạng 

màng phi tuyến 

4

1

NL NL

m mi i

i=

= B q

          

(3.26) 

với 
NL

mi i=B G
 

(3.27) 

4

1

0 0 x 0 0 0 01

0 0 x 0 0 0 0

G

i g x C

i gG
g i g yC

N ( )n
l ,

N ( )nA =

 
=  

  
G  
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( )

( ) ( )
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1 1

4 4

1 1

1
x 0

1
0 x

1 1
x x

G C

i j x j i

jC

G C

i j y j i
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j jC C

N n l w
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N n l w
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N n l w N n l w
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= =

= =

 
 
 
 
 
 
 
 
  



 

 

=  



 

 

 

 

 

39 

 

trong đó xG  lần lượt là điểm Gauss, Cl  chiều dài cạnh miền con và iw  là chuyển vị theo 

phương z tại nút i của phần tử. 

Thiết lập công thức phần tử hữu hạn trơn tương tự cho hai thành phần biến dạng uốn  

4

1 1

1

b b i i

i=

= B q

             

4

2 2

1

b b i i

i=

= B q

 

(3.28) 

với 

4

1

1

0 0 0 0 x 0 0
1

0 0 0 x 0 0 0

0 0 0 x x 0 0

G

i b x

G C

b i i b y b

bC G G

i b x i b y

N ( )n

N ( )n l
A

N ( )n N ( )n
=

 
 

= − 
 − 

B  

(3.29) 

4

2

1

0 0 0 0 x x 0
1

0 0 0 x 0 0 x

0 0 0 x x x x

G G

i b x i b x

G G C

b i i b y i b y b

bC G G G G

i b x i b y i b y i b x

N ( )n N ( )n

N ( )n N ( )n l
A

N ( )n N ( )n N ( )n N ( )n
=

 
 

= − 
 − 

B  

Đối với phần tử SQ4H, số lượng miền con sử dụng liên quan thành phần màng và uốn là 

2 (nc=2) và số lượng miền con sử dụng cho thành phần cắt là 1 (nc=1) với mục đích vượt 

qua hiện tượng khóa cắt, đồng thời các thành phần biến dạng cắt được tính toán lại như 

sau 

4

1 1

1

s s i i

i=

= B q

             

4

2 2

1

s s i i

i=

= B q

 

(3.30) 

với 

( ) ( )

( ) ( )
1

1
0 0 x 0 x 0 0

1
0 0 x x 0 0 0

C

C

i x i

C

s i

i y i

C

N n d N
A

N n d N
A





 
 

 =
 

 − 
 
 





B  

(3.31) 

( ) ( )
( ) ( )2

0 0 0 0 x x 0

0 0 0 x 0 0 x

i i

s i

i i

N N

N N

 
=  

− 
B  

trong đó 
iN  là trị số của hàm dạng tại nút i của phần tử. Việc tính toán thành phần cắt vẫn 

tiếp tục sử dụng tích phân Gauss để tính toán 
iN−  của 1s iB và 2s iB  bởi vì tích phân trên 

miền con C  không thể chuyển thành tích phân đường trên biên C .  

Áp dụng cách tiếp cận TL (Total Lagrangian) [5, 22, 86, 87] cho quá trình phân tích phi 

tuyến hình học. Phương trình phi tuyến được mô tả 

-t t t t

T

+=K Δq P F  (3.32) 
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trong đó t
F  là lực nội ứng với thời điểm t của phần tử, t t+

P  là lực ngoại ứng với thời 

điểm t+Δt của phần tử, t

TK  là ma trận độ cứng tiếp tuyến được làm trơn của phần tử ứng 

với thời điểm t và Δq  là gia số chuyển vị của phần tử.  
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Hình 3.3:  nc=1 & 2 và giá trị các hàm dạng tương ứng 

 

Ma trận độ cứng tiếp tuyến TK  được tính toán theo công thức 

T L NL g= + +K K K K  (3.33) 

trong đó LK  là ma trận độ cứng tuyến tính, NLK  là ma trận độ cứng phi tuyến và gK  là 

ma trận độ cứng hình học. 

1

cn
T

L Li Li ci

i

A
=

=  *K B D B  

(3.34) 

1

cn
T

NL NLi NLi ci
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A
=

=  *K B D B  
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g i i ci
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A
=

= K G NG  

1

2

1
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s
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B
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B B

B

B

       

NL

m

NL

 
 
 
 =
 
 
 
 

B

0

B 0

0

0

         
x xy

xy y

N N

N N

 
 
 

N =  

Lưu ý chỉ riêng tính toán liên quan đến thành phần cắt thì sử dụng nc=1 còn lại lấy nc=2. 

Lực nội tại thời điểm t được suy ra từ trạng thái ứng suất trong kết cấu và được viết 

( ) d
t

t *

L NL


F = B + B   (3.35) 

trong đó kết quả ứng suất sau vòng lặp thứ i là 
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1

t * t * t *

i i + = +σ σ σ
 

(3.36) 

Kết nối các công thức (3.32÷3.36) với (2.41÷2.43), chuyển sang tọa độ tổng thể cho toàn 

bộ miền kết cấu rồi áp dụng thuật toán lặp Newton-Raphson để giải phương trình phi 

tuyến cụ thể với các bước như sau 

-  Nhập dữ liệu hình học, vật liệu. 

-  Thông tin ban đầu: 0 0=P , 0

(0) 0=F , 0

(0) 0=u , 0 001. =  (dung sai hội tụ).   

-  LẶP qua gia số tải, rep = 1..max 

•    Tính toán 1 / max =  

•     Gia tải  =P P  

•     Sai số er = 1, i = 0 

•     1rep rep −= +P P P , 1

(0)

rep rep−=u u , ( )
1

0

rep rep

TT

−=K K  

•     Khi (i < max) & (er  >  )  

➢ i = i +1   

➢ Giải 1 1

rep rep rep

T ( i ) ( i ) i− −= −K u P F  

➢ Cập nhật rep rep

(i) (i-1) (i)= +u u u  

➢ Xác định sai số rep

( i ) ( i )er /= u u  

• Kết thúc 

• Cập nhật tọa độ nút 

-  Kết thúc LẶP 

Đặc biệt lưu ý trường hợp phân tích kết cấu tấm gấp, một bậc tự do thứ 8 là bậc tự do  

xoay trong mặt phẳng phần tử 
z  được thêm vào. Ở chương này tiến hành gán giá trị cho 

K(i,i) = 1, trong đó chỉ số i tương ứng với bậc tự do xoay 
z .   

3.4 Kết quả số 

3.4.1 Phân tích uốn phi tuyến của tấm phẳng 

3.4.1.1  Tấm vuông 4 lớp [0o/90o/90o/0o]chịu tải phân bố đều   

Tấm vuông [0o/90o/90o/0o] có kích thước a = 12, dày h = 0.096 chịu tải trọng phân bố 

đều q = 2, liên kết ngàm các cạnh như Hình 3.4a. Đặc trưng vật liệu 6

1 1.8282 10= E , 
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6

2 1.8315 10= E , 
12 0.23949 = , 5

12 23 13 3.125 10G G G= = =  . Độ võng ở giữa tấm tính bởi 

phần tử SQ4H trên cơ sở lưới chia 8 x 8 (567 dofs) được so sánh với các kết quả tham 

khảo khác dựa vào phần tử tứ giác 4 nút RDKQ của tác giả Zhang và cộng sự [88], trích 

xuất dữ liệu phần mềm Ansys từ tài liệu của nhóm tác giả Phung-Van và cộng sự ở [89] 

hay kết quả thực nghiệm trích xuất từ tài liệu của tác giả Putcha và cộng sự [90]. Hình 

3.4b thể hiện rõ sự so sánh này và có thể thấy kết quả đạt được bởi SQ4H tiệm cận với 

kết quả của Ansys và tốt hơn kết quả của RDKQ khi đối chứng với kết quả thực nghiệm. 

 

 

x

y

O

 (C)

(C)

(C)

(C)

 

 
(a) (b) 

Hình 3.4: Tấm vuông ngàm nhiều lớp chịu tải phân bố đều 

 

3.4.1.2 Tấm hình bình hành 4 lớp [0o/90o/90o/0o] chịu tải phân bố đều   

Tấm hình bình hành [0o/90o/90o/0o] có kích thước 2 cạnh là a, b và chiều dày h. Tấm 

ngàm các cạnh và chịu tải phân bố đều q với thông số tải trọng chuẩn hóa * 4 4

2/=q qa E h .  

Góc α thay đổi từ 0o đến 60o. Đặc trưng vật liệu 
1 2/ 10=E E , 

12 2/ 0.33=G E , 
23 2/ 0.2=G E , 

13 12/ 1=G G , 
12 0.22 = . Độ võng không thứ nguyên ở giữa tấm ( )* / 2,b/ 2,0 /=w w a h  tính 

bởi phần tử SQ4H trên cơ sở lưới chia 8 x 8 (567 dofs) được so sánh với kết quả giải tích 

của nhóm tác giả Upadhyay và cộng sự ở [91] và được mô tả ở Hình 3.5a-f. Nhóm tác giả 

này đã tiến hành ánh xạ miền tính toán bình hành thành miền vuông rồi sử dụng chuỗi đa 

thức Chebyshev kết hợp lý thuyết biến dạng cắt bậc 3 (TSDT) để suy nghiệm giải tích 

của bài toán phi tuyến. Mặc dù sai số không đáng kể giữa kết quả số dựa trên phần tử 



 

 

 

 

 

43 

 

SQ4H và kết quả giải tích có thể thấy ở Hình 3.5a-f, tuy nhiên khi góc α tăng lên thì sai 

số tăng lên giữa hai kết quả. Điều này có thể giải thích do hình dạng của các phần tử 

trong lưới trở thành hình thoi dẹp và dài, khác biệt rất nhiều so với hình dạng vuông của 

các phần tử ánh xạ trong tọa độ tự nhiên nên gây ra lỗi trong tích phân số của ma trận độ 

cứng dựa trên các điểm cầu phương Gauss.   

 

  

(a)   a/b = 1 và  a/h = 10 (b)  a/b = 1 và  a/h = 100 

 

 

 

(c)  a/b = 1 và  a/h = 20 (d)  a/b = 2 và  a/h = 20 
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(e)   a/h = 20 và  E1/E2 = 1 (f)   a/h = 20 và  E1/E2 = 2 

Hình 3.5: Tấm hình bình hành ngàm nhiều lớp chịu tải phân bố đều 

 

3.4.1.3 Tấm hình thang 5 lớp [0o/90o/0o/90o/0o], [45o/-45o/45o/-45o/45o] chịu tải 

phân bố đều   

Xét tấm hình thang cân (loại I) hoặc không cân (loại II) với 5 lớp [0o/90o/0o/90o/0o] 

hoặc [45o/-45o/45o/-45o/45o] như Hình 3.6a và Hình 3.6b. Tấm ngàm các cạnh và chịu tải 

phân bố đều q với thông số tải trọng chuẩn hóa * 4 4

2/=q qa E h . Đặc trưng vật liệu 

1 2/ 25=E E , 
12 2/ 0.5=G E , 

13 12/ 1=G G , 
23 2/ 0.2=G E , 

12 0.25 = .  

Độ võng không thứ nguyên * minimum( ) /=w w h  được tính dựa vào phần tử SQ4H trên 

cơ sở lưới chia 8 x 8 (567 dofs) tiếp tục được đem so sánh với kết quả của tác giả Watts 

và cộng sự dựa vào phương pháp không lưới EFG (Element Free Galerkin) ở tài liệu [92] 

thông qua mô tả ở Hình 3.7a và Hình 3.7b. Nhóm tác giả này sử dụng phương pháp 

không lưới EFG kết hợp hàm dạng MK (Moving Kriging) với giá trị tham số tương quan là 

3 và lưới 5 x 5 miền ảnh hưởng dạng chữ nhật.   

Kết quả xấp xỉ tốt giữa phương pháp phần tử hữu hạn dựa trên SQ4H và phương pháp 

không lưới EFG cho thấy tính hiệu quả của phần tử đề xuất trong phân tích phi tuyến tấm 

nhiều lớp hình thang cho cả hai loại hình dáng tấm khác nhau I, II và cả hai cách phân bố 

hướng sợi khác nhau 
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a

b

c

O x

y

1 2

a
O x

y

1

b

c

 
      (a)  Loại I: α1=α2, a/b=1, c/a=0.5/0.7       (b)  Loại II:  α2 = 0 , c/b = 1, a/b = 1.2 

Hình 3.6: Tấm hình thang ngàm nhiều lớp chịu tải phân bố đều 

 

  
       (a)  ứng với loại I            (b)  ứng với loại II 

Hình 3.7: So sánh độ võng của tấm hình thang ngàm nhiều lớp chịu tải phân bố đều 

 

3.4.2 Phân tích uốn phi tuyến của tấm gấp 

3.4.2.1 Tấm gấp 90o đẳng hướng chịu tải phân bố đều   

Tấm gấp 90o liên kết ngàm với các thông số hình học như Hình 3.8a. Tấm chịu tải 

phân bố đều q thẳng góc với bề mặt tấm. Đặc trưng vật liệu E = 3 x 109 và 0.3 = . 

Đường cong tải trọng và độ võng giữa tấm A với 450 phần tử SQ4H được vẽ so sánh với 

kết quả của phần mềm Ansys dựa trên 5000 phần tử Shell181 và kết quả của nhóm tác giả 

Liew và cộng sự dựa trên phương pháp dải hữu hạn [93] như Hình 3.8b và Hình 3.8c. 

Shell181 là một phần tử bốn nút với sáu bậc tự do tại mỗi nút: ba chuyển vị thẳng theo ba 

hướng x, y, z và ba chuyển vị xoay quanh ba trục này. Theo tài liệu Ansys [94], phần tử 
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Shell181 thích hợp để phân tích cấu trúc vỏ từ mỏng đến dày vừa phải và rất phù hợp cho 

các ứng dụng phi tuyến. Bên cạnh đó, với phương pháp dải hữu hạn, kết quả thu được 

phụ thuộc nhiều vào kích thước dải cũng như bậc của đa thức nội suy cơ bản. Để đạt 

được kết quả hội tụ, tác giả Liew và cộng sự phải sử dụng 11 dải với đa thức nội suy bậc 

5, theo [93]. Tuy nhiên ở đây với số lượng phần tử sử dụng ít hơn nhiều so với Ansys 

nhưng có thể thấy kết quả dựa trên phần tử SQ4H xấp xỉ tốt với kết quả của Ansys và kết 

quả của nhóm tác giả Liew và cộng sự.   

 

2 m

2 m

0.05 m

x
z

y

A

q

q

  

(a) (b) 

 

(c) 

Hình 3.8: Tấm gấp 90o liên kết ngàm chịu tải phân bố đều thẳng góc với bề mặt tấm 

 

3.4.2.2 Tấm gấp 60o với 4 lớp [0o/90o/90o/0o] chịu tải phân bố đều   
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Tấm gấp 60o với 4 lớp [0o/90o/90o/0o] liên kết ngàm và các thông số hình học như 

Hình 3.9a. Tấm chịu tải phân bố đều và thẳng góc với bề mặt tấm. Đặc trưng vật liệu 

1 2/ 25=E E , 
12 2/ 0.5=G E , 

13 12/ 1=G G , 
23 2/ 0.2=G E , 

12 0.25 = . Đường chuyển vị dọc 

theo tọa độ x = 0.75 m và y = 0.5 m của tấm A được xác định với lưới chia 300 phần tử 

SQ4H, tổng cộng 336 nút. Chúng được vẽ so sánh với kết quả của phần mềm Ansys mô 

phỏng bởi các phần tử Shell181, tổng cộng 5581 nút, đồng thời so sánh với kết quả của 

tác giả Liew và cộng sự dựa vào phương pháp không lưới Galerkin trên cơ sở kích thước 

miền giá đỡ dmax = 4 và lưới chia 13 x 13 nút theo tài liệu [95] như Hình 3.9b và Hình 

3.9c. 

 

1 m

1.5 m

0.06 m 60
o

A x

zy

0
o 90

o 90
o 0

o

q

q

 
 

(a) (b) 

 
(c) 

Hình 3.9: Tấm gấp 60o liên kết ngàm chịu tải phân bố đều thẳng góc với bề mặt tấm 
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Từ Hình 3.9c có thể thấy đường cong kết quả thu được bởi phần tử SQ4H hoàn toàn xấp 

xỉ với hai đường cong tham khảo dựa vào phần mềm Ansys và dựa vào phương pháp 

không lưới Galerkin. Mặc dù tổng số lượng nút trong lưới chia không nhiều nhưng việc 

đạt được kết quả xấp xỉ với Ansys là điều đáng ghi nhận cho phần tử SQ4H. 

3.5 Kết luận 

Phần tử SQ4H đã được thiết lập như trên và được sử dụng để phân tích uốn phi tuyến 

cho tấm phẳng và tấm gấp. Kết quả đạt được khi phân tích phi tuyến hình học cho kết cấu 

tấm phẳng và tấm gấp nhiều lớp dựa vào phần tử SQ4H là chấp nhận được vì sai số 

không đáng kể so với những kết quả tham khảo khác được trích xuất từ các tài liệu đáng 

tin cậy. Trên cơ sở áp dụng kỹ thuật trơn biến dạng trên miền con kết hợp dạng C0 của lý 

thuyết biến dạng cắt bậc cao HSDT, phần tử SQ4H cải thiện độ chính xác của mô hình và 

giảm bớt sự bất ổn về số đối với phân tích hình học phi tuyến tính. Cuối cùng, phần tử 

SQ4H có thể được mở rộng để phân tích kết cấu vỏ hay các dạng bài toán cơ học khác. 

Việc đánh giá sai số cụ thể hơn khi áp dụng phần tử SQ4H được tiến hành ở chương cuối 

của luận án này.  
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Chương 4 

PHẦN TỬ SQ4T 
 

4.1  Giới thiệu 

Trong chương này lần lượt trình bày kỹ thuật nội suy kép, xây dựng phần tử tứ giác 

SQ4T (Sort…Q4…Twice interpolation strategy) dựa trên kỹ thuật nội suy kép, kết quả 

tính toán số minh họa, so sánh và đánh giá. Cuối cùng là những kết luận cho phần tử này. 

4.2 Kỹ thuật nội suy kép 

 Kỹ thuật nội suy kép (TIS) lần đầu tiên được đưa ra bởi tác giả Zheng [53] dùng cho 

phần tử tam giác 3 nút. Sau đó kỹ thuật này tiếp tục được phát triển bởi Bui và cộng sự 

[51] hay Wu và cộng sự [52],… Đi sâu vào chi tiết, kỹ thuật này tiến hành xây dựng hàm 

dạng bậc cao kể đến ảnh hưởng của nhóm nút lân cận đến giá trị biến của điểm cần xét, 

có thể thích nghi với lưới phần tử “méo”, kết quả hội tụ với độ chính xác khá cao và 

trường ứng suất thu được liên tục qua biên phần tử khi xem xét cho bài toán ứng suất 

phẳng. Quá trình thiết lập hàm dạng thông qua hai giai đoạn nội suy: (1) giai đoạn đầu 

nội suy tương tự phần tử tứ giác 4 nút truyền thống thông qua hàm dạng chuẩn song 

tuyến tính, (2) giai đoạn sau tiến hành xét ảnh hưởng của nhóm nút lân cận đến giá trị 

biến của điểm cần xét, quá trình nội suy trong giai đoạn này kể đến cả giá trị nút lẫn 

gradient trung bình nút.  

x

y

3 ( x , y )3 3

4 ( x , y )4 4

2 ( x , y )2 2

1 ( x , y )1 1

( -1 , -1 ) ( 1 , -1 )

( 1 , 1 )( -1 ,1 )





 
(a) (b) 

Hình 4.1: Phần tử tứ giác 4 nút 

 

(1234) 
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Hàm dạng bậc cao sau khi xây dựng vẫn thỏa đặc tính delta Kronecker và có thể tái tạo 

chính xác bất kỳ chức năng nào trong các chức năng cơ bản của FEM truyền thống. Từ 

các nút 1, 2, 3 & 4 như Hình 4.1 tiến hành xác định nhóm nút lân cận phần tử tứ giác 

đang xét (1234) với miền bao   là sự kết hợp các miền con S1, S2, S3 và S4 như Hình 4.2.     

  

1

  
Hình 4.2: Miền ảnh hưởng nút 1. 

 

Gọi nsp là số lượng nút có trong miền bao   với lưu ý tập hợp nút này có thể thay đổi số 

lượng tùy thuộc vào vị trí của điểm cần xét trên lưới chia cho trước. Thông qua 2 giai 

đoạn nội suy, trường chuyển vị được thể hiện như sau 

( ) ( ) ( )
1

N
spn

i i

i

u
=

= =x x q N x q  (4.1) 

với  

1 1 1 2 2 2

1 1 1 2 2 2

node 1 node 2

3 3 3 4 4 4

3 3 3 4 4 4

node 3 node 4

N [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

i i x i,x y i,y i x i,x y i,y

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

i x i,x y i,y i x i,x y i,y

N N N N N N

N N N N N N

     

     

= + + + + +

+ + + + + +
 

(4.2) 

T

i i i i xi yiu v w   =  q  

Ni  theo [51] được gọi là hàm dạng theo kỹ thuật nội suy kép trong đó 

( )
1

1 1[ ] [ ][ e ]

i,x e i,x

e S

N N


=   ,  ( )
1

1 1[ ] [ ][ e ]

i,y e i,y

e S

N N


=   ,  

1

e
e

e

e S







=


 với 1e S  
(4.3) 

e  là diện tích phần tử (e) thuộc miền ảnh hưởng S1 của nút 1 và 
1

e

e S




  là tổng diện tích 

của S1, 
1[ ]

iN  là véc-tơ hàm dạng mở rộng tại nút 1, 1[ ][ e ]

i,xN  và 1[ ][ e ]

i,yN  là đạo hàm hàm 

Nút ảnh hưởng 

Phần tử xét 

Miền ảnh hưởng S1 
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dạng theo x, y tính toán trong miền S1. Hoàn toàn tương tự khi biểu diễn công thức cho 

2[ ]

i,xN , 
2[ ]

i,yN , 3[ ]

i,xN , 
3[ ]

i,yN , 4[ ]

i,xN  và 
4[ ]

i,yN . Mặt khác, các hàm thử   theo [51-53] được trình 

bày lại 

2 2 2 2 2 2

1 1 1 2 1 3 1 4 1 2 1 3 1 4N N N N N N N N N N N N N = + + + − − −  

(4.4) 

( )( )

( )( )

( )( )

2

1 1 2 1 2 1 2 3 1 2 4

2

1 3 1 3 1 3 2 1 3 4

2

1 4 1 4 1 4 2 1 4 3

0 5 0 5

0 5 0 5

0 5 0 5

x x x N N . N N N . N N N

x x N N . N N N . N N N

x x N N . N N N . N N N

 = − − + +

− − + +

− − + +

 

( )( )

( )( )

( )( )

2

1 2 1 2 3 1 2 4

2

1 3 1 3 1 3 2 1 3 4

2

1 4 1 4 1 4 2 1 4 3

0 5 0 5

0 5 0 5

0 5 0 5

1y 1 2y y N N . N N N . N N N

y y N N . N N N . N N N

y y N N . N N N . N N N

 = − − + +

− − + +

− − + +

 

trong đó 

1 1 4i i iN ( )( ) /  = + + ,    1 2 3 4i , , ,=
 

(4.5) 

là các hàm dạng cơ bản trong hệ tọa độ tự nhiên gắn với phần tử tứ giác 4 nút truyền 

thống. Hoàn toàn tương tự cho các hàm 2 , 2x , 2 y , 3 , 3x , 3 y , 4 , 4x  và 4 y . Các 

hàm thử này thỏa mãn: 

                            ( )1 1i i =x      ( )1 0,x i =x        ( )1 0,y i =x  

                            ( )1 0x i =x      ( )1 1x ,x i i =x     ( )1 0x ,y i =x  

                            ( )1 0y i =x      ( )1 0y ,x i =x      ( )1 1y ,y i i =x  (4.6) 

1

1 1

0 1
i

if i

if i


=
= 


 

và tính chất này lặp lại cho 2 , 2x , 2 y , 3 , 3x , 3 y , 4 , 4x , 4 y  cũng như các đạo 

hàm của chúng theo x và y. 

Chứng minh ( )1 1i i =x , ( )1 0,x i =x  và ( )1 0,y i =x  

Rõ ràng khi i=1 thì 1 = −  và 1 = −  nên 1 2 3 41 0N ,N N N= = = =  và ( )1 1 1 =x . 

Khi i=2, 3 & 4 tương tự có ( )1 2 0 =x , ( )1 3 0 =x  và ( )1 4 0 =x . Vậy ( )1 1i i =x  

Bên cạnh đó, từ công thức (4.5) viết lại 

 1 2 3 4i N N N N=N
 

(4.7) 
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 11
eri

1 1 1 14
i

   

   



 
   − − − + − + 

= =   
− − − + + −   

  

N d  

Ma trận Jacobi và nghịch đảo được xác định 

1 1

2 2

3 3

4 4

eri

x y

x y

x y

x y

 
 
 

=   
 
  

J d ,  
1 21

3 4

1

4

 

 
−  

=  
 

J
J  

(4.8) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 3 41 1 1 1y y y y    = − − − + + + + −  

( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 3 41 1 1 1y y y y    = − − − − + + +  

( ) ( ) ( ) ( )3 1 2 3 41 1 1 1x x x x    = − + + − + − −  

( ) ( ) ( ) ( )4 1 2 3 41 1 1 1x x x x    = − − + − + + − +  

Dễ dàng xác định các đạo hàm riêng 1

iN




, 1x

iN




, 

1y

iN




, 2

iN




, 2x

iN




, 

2 y

iN




, 3

iN




, 3x

iN




, 

3 y

iN




, 4

iN




, 4x

iN




 và 

4 y

iN




. Khi i=1 thì 1 = −  và 1 = −  nên 

1 2 3 41 0N ,N N N= = = =  và 

1 1 1 2 3 4
i

, i , , ,
N


= =


. Ngoài ra từ việc rút gọn các công thức ở (4.8) suy ra 

( )  

2 4

4 11
1 1

1 2

1
1 1 1 1 0

04

i
,x

i

y y

y yN

N x

y y




− 
 

−     
= = =    

     
 − 

x
J  

(4.9) 

( )  

4 2

1 41
1 1

2 1

1
1 1 1 1 0

04

i
,y

i

x x

x xN

N y

x x




− 
 

−     
= = =    

     
 − 

x
J

 

Hoàn toàn tương tự đối với i = 2, 3 & 4 suy ra ( )1 0,x i =x  và ( )1 0,y i =x . Các tính chất 

khác trong công thức (4.6) dễ dàng chứng minh. Từ đó hàm dạng bậc cao thiết lập như 

công thức (4.2) cũng thỏa đặc tính delta Kronecker và có thể tái tạo chính xác bất kỳ chức 

năng nào trong các chức năng cơ bản của phần tử hữu hạn truyền thống. Sự khác biệt 

hàm dạng bậc cao của phần tử tứ giác 4 nút dựa trên kỹ thuật nội suy kép so với hàm 

dạng của phần tử tứ giác 4 nút truyền thống được mô tả ở Hình 4.3. 
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(a) (b) 

Hình 4.3: Hàm dạng tứ giác 4 nút: a) truyền thống,  b) nội suy kép, [51] 

 

4.3 Xây dựng phần tử SQ4T 

Phần tử tứ giác SQ4T bao gồm 4 nút và mỗi nút có 5 bậc tự do được xây dựng dựa vào 

kỹ thuật nội suy kép để nghiên cứu ứng xử kết cấu tấm/vỏ composite nhiều lớp/FGM.  

4.3.1 Phương trình chủ đạo 

Trường chuyển vị dựa trên lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất FSDT  

( ) ( )0, , ,= +xu x y z z u x y  

(4.10) ( ) ( )0, , ,= +yv x y z z v x y
 ( ) ( )0, , ,w x y z w x y=

 Véc-tơ biến dạng trong mặt phẳng  

T

p x y xy m bz   = = +     (4.11) 

và véc-tơ biến dạng cắt ngang 

T

s xz yz  =    (4.12) 

 

 
Hình 4.4: Minh họa vật liệu composite nhiều lớp và vật liệu FGM 

 



 

 

 

 

 

54 

 

Đối với vật liệu composite nhiều lớp như Hình 4.4, các véc-tơ lực màng, véc-tơ 

momen uốn, và véc-tơ lực cắt ngang được xác định như sau 

m

b

    
=    

    

o

o

N A B

M B D




 

(4.13) 

s=oS C  

trong đó 
T

x y xyN N N  oN = , 
T

x y xyM M M  oM = , 
T

x yQ Q =  oS  và các ma trận 

A, B, D & C được tính toán từ  

/2

/2

d

h

ij ij

h

Q z
−

= A ,   
/2

/2

d

h

ij ij

h

zQ z
−

= B ,   
/2

2

/2

d , , 1,2,6

h

ij ij

h

z Q z i j
−

= =D  

(4.14) 
/2

/2

d , , 4,5

h

ij s ij

h

k Q z i j
−

= =C  

 ijQ  là các hằng số đàn hồi được đưa ra bởi tác giả Reddy [65].   

Đối với vật liệu FGM như Hình 4.4, ma trận A, B, D & C được viết lại  

( ) ( )
( )

( )

( )

( )

( )( )

/2

2

2

/2

1 0

, , 1, , 1 0 d
1

0 0 1 / 2

h

ij ij ij

h

z
E z

z z z z
z

z






−

 
 

=  −
 − 

A B D  

(4.15) 

( )

( )( )

/2

/2

1 0
d

0 12 1

h

s

ij

h

k E z
z

z
−

 
=  

+  
C  

Hệ số hiệu chỉnh cắt ks = 5/6 được thêm vào khi tính toán các thành phần của ma trận C 

như [5]. 

4.3.2 Triển khai công thức phần tử hữu hạn 

Dựa trên kỹ thuật nội suy kép, thành phần biến dạng màng của phần tử được xác định 

thông qua miền ảnh hưởng   với số lượng nút ảnh hưởng nsp như công thức sau  

( ) ( )m C m C e=x B x q
 

(4.16) 

trong đó 

( )

1

1

1 1
3 5

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

sp

sp

sp sp
sp

,x n ,x

m C ,y n ,y

,y ,x n ,y n ,x
n

N ... N

N ... N

N N ... N N


 
 
 =
 
  

B x
 

(4.17) 

( )1i ..nsp

T

e i i i xi yiu v w  
=

 =  q  

Thành phần biến dạng uốn của phần tử được xác định tương tự trên miền   
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( ) ( )b C b C e=x B x q
 

(4.18) 

với 

( )

1

1

1 1
3 5

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

sp

sp

sp sp
sp

,x n ,x

b C ,y n ,x

,y ,x n ,x n ,x
n

N ... N

N ... N

N N ... N N


 
 
 =
 
  

B x
 

(4.19) 

Biến dạng cắt ngang từ đó cũng được thiết lập 

( ) ( )s C s C e=x B x q
 

(4.20) 

với 

( )
1 1

1 1
2 5

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

sp sp

sp sp
sp

,x n ,x n

s C

,y n ,y n
n

N N ... N N

N N ... N N


 
 =
  

B x
 (4.21) 

Ma trận độ cứng của phần tử 

d d d d dT T T T T

m m m b b m b b s s

    

 +  +  +  +     K = B AB B BB B BB B DB B CB
 (4.22) 

Lưu ý các ma trận F, M và Kg được thiết lập theo phần tử tứ giác truyền thống khi cần 

phân tích uốn tĩnh, dao động tự do hay ổn định như các công thức (2.52), (2.54) và (2.56). 

Trường hợp phân tích uốn phi tuyến, thành phần biến dạng màng phi tuyến của phần 

tử được xây dựng dựa vào kỹ thuật nội suy kép 

( ) ( )NL NL

m C m C e=x B x q
 

(4.23) 

trong đó 

NL

m =B G
 

(4.24) 

1

1
2 5

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

sp

sp
sp

,x n ,x

,y n ,y
n

N ... N
,

N ... N


 
 =
  

G  

(4.25) 

( )1

0

0

sp

i ,x i

i ,y i

i ,y i i ,x i
i ..n

N w

N w

N w N w
=

 
 
 
 
 

=

 

Thiết lập ma trận độ cứng tiếp tuyến của phần tử SQ4T 

T L NL gNL= + +K K K K
 

(4.26) 

với 

dT *

L L L



= K B D B
 

(4.27) 
dT *

NL NL NL



= K B D B  
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dT

gNL
ˆ



= K G NG  

m

L b

s

 
 

=  
 
 

B

B B

B

 , 

NL

m

NL

 
 

=  
 
 

B

B 0

0  

, ˆ x xy

xy y

N N

N N

 
=  

  

N
 

*

 
 

=
 
  

A B 0

D B D 0

0 0 C

 

Tính toán, kết nối các ma trận trên toàn miền, sử dụng cách tiếp cận TL (Total 

Lagrangian) và giải lặp Newton-Raphson như trình bày ở chương 3, quá trình phân tích 

phi tuyến kết cấu tấm được thực hiện.   

4.4 Kết quả số 

4.4.1 Phân tích uốn tĩnh 

4.4.1.1 Kết cấu màng Cook 

Một kết cấu màng của Cook như Hình 4.5 được phân tích trước tiên khi sử dụng phần 

tử SQ4T rút gọn số bậc tự do mỗi nút còn lại 2 là ui và vi. Các hằng số đặc trưng vật liệu 

là E = 1.0, µ = 1/3 theo tác giả Ko và cộng sự ở tài liệu [23]. Trạng thái ứng suất phẳng 

được xem xét và giá trị chuyển vị tại điểm giữa A được tính toán kèm so sánh với kết quả 

tham khảo dựa vào phần tử MITC4, MITC4+ cũng như nghiệm chính xác từ tài liệu của 

tác giả Ko và cộng sự [23]. 

P=1.0

48

44

16
A

 
Hình 4.5: Kết cấu màng Cook 

 

Bảng 4.1 thể hiện giá trị độ võng tại điểm A ứng với các lưới chia 2 x 2, 4 x 4, 8 x 8, 16 x 

16 và 32 x 32. Để đánh giá thêm khả năng thích nghi của phần tử SQ4T, mô hình phân 
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tích trên cũng được chia lưới méo như Hình 4.6 để tính toán độ võng tại điểm A. Tọa độ 

các nút bên trong miền bài toán được hiệu chỉnh thông qua hệ số s như các công thức 

dưới đây 

cx' x r s x= +   

cy' y r s y= + 
 

(4.46) 

với 
cr  là giá trị ngẫu nhiên lấy giữa -1 và 1, x  và y  là kích thước phần tử theo phương 

x, phương y tương ứng lưới vuông ban đầu. Hệ số  0 0 4s , .  được sử dụng để kiểm soát 

độ méo của lưới. Ở luận án này, hệ số 0 4s .=  được chọn khi đề cập đến lưới méo cho 

mọi bài toán liên quan.  

Trong cả hai trường hợp lưới vuông và méo, kết quả độ võng tại điểm A thu được bởi 

phần tử SQ4T khả quan hơn các kết quả của MITC4 và MITC4+ theo [23] như Hình 4.7.  

 

  
  

Lưới vuông 8 x 8 Lưới méo 8 x 8 Lưới vuông 16 x 16 Lưới méo 16 x 16 

Hình 4.6: Chia lưới kết cấu màng Cook  

 
Bảng 4.1: Độ võng tại điểm A 

Phần tử 2 x 2 4 x 4 8 x 8 16 x 16 32 x 32 Chính xác [23] 

MITC4 [23] 11.8452 18.2992 22.0792 23.4304 23.8176  

23.9642 MITC4+ [23] 11.7291 18.2662 22.0751 23.4301 23.8176 

SQ4T (lưới vuông) 16.0461 22.5329 23.6783 23.8918 23.9410 

SQ4T (lưới méo) 14.2610 20.1386 22.9264 23.6770 23.8848 

 

Trường ứng suất của kết cấu màng Cook cũng được mô tả trong Hình 4.8 ứng với hai 

phần tử SQ4T và MITC4. Có thể thấy trường ứng suất thu được từ SQ4T liên tục qua 

biên phần tử. 
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(a) (b) 

Hình 4.7: So sánh sai số của chuyển vị điểm A 

 

 
 

(a) (b) 

Hình 4.8: Trường ứng suất (a) SQ4T, (b) MITC4 

 

4.4.1.2 Tấm vuông 2 lớp [θo/-θo] chịu tải phân bố đều 

Tấm vuông [θo/-θo] có kích thước a = 10, dày h = 0.02 chịu tải trọng phân bố đều q = 

1, liên kết ngàm các cạnh như Hình 4.9a. Đặc trưng vật liệu E1/ E2 = 40, G12 = G13 = 

0.6E2, G23 = 0.5E2, µ12 = µ13 = µ23 = 0.25. Độ võng chuẩn hóa ở giữa tấm 

( )* 3 4

2100 /=w E wh qa  tính bởi SQ4T được so sánh với các kết quả tham khảo khác dựa 

vào phần tử lai MQH3T theo [96], phần tử đa lớp hỗn hợp SQUAD4 [97], phần tử tam 

giác đa lớp tinh chỉnh RDTMLC [98], phần tử tứ giác tinh chỉnh RDKQ-L24 [99], phần 

tử tứ giác 4 nút trơn MISQ24 [5] và nghiệm chính xác đưa ra bởi tác giả Whitney theo 

các tài liệu [100, 101] và được thể hiện ở Bảng 4.2 kèm Hình 4.10.  
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y

x

z
a/2

a/2

a/2a/2

q

y

x

z
a/2

a/2

a/2a/2

q

 
(a) (b) 

Hình 4.9: Tấm vuông nhiều lớp chịu a) tải phân bố đều và b) phân bố hình sin 

 
Bảng 4.2: Độ võng chuẩn hóa giữa tấm vuông đa lớp liên kết ngàm chịu tải phân bố đều 

θ 
MQH3T 

[96] 

SQUAD4 

[97] 

RDTMLC 

[98] 

RDKQ-L24 

[99] 

MISQ24 

[5] 
SQ4T 

Chính xác 

[100, 101] 

5o 0.1083 0.1040 0.1074 0.1049 0.1025 0.1048 0.0946 

15o 0.2009 - 0.1959 0.1993 0.1977 0.1997 0.1691 

25o 0.2572 0.2602 0.2508 0.2599 0.2584 0.2599 0.2355 

35o 0.2844 0.2914 0.2782 0.2907 0.2882 0.2898 0.2763 

45o 0.2929 0.3013 0.2868 0.3004 0.2962 0.2991 0.2890 

 

  
(a) (b) 

Hình 4.10: (a) So sánh độ võng chuẩn hóa, (b) So sánh sai số độ võng chuẩn hóa  

tấm vuông [θo/-θo] liên kết ngàm 

 

Theo Bảng 4.2, tổng số bậc tự do (dof_degree of freedom) trên toàn miền rời rạc khi sử 

dụng MQH3T là 665 và lần lượt tiếp theo như sau SQUAD4 (605 dofs), RDTMLC (605 

dofs), RDKQ-L24 (726 dofs), MISQ24 (726 dofs) và SQ4T (605 dofs). Dựa vào Hình 

4.10 có thể thấy kết quả thu được bởi phần tử SQ4T chênh lệch không nhiều so với kết 

quả của những phần tử khác cũng như với nghiệm chính xác đưa ra bởi tác giả Whitney 

[100, 101]. 
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4.4.1.3 Tấm vuông 2 lớp [-45o/45o] chịu tải phân bố hình sin 

Tấm vuông [-45o/45o] có kích thước a = 10, dày h = 0.02 chịu tải trọng phân bố hình 

sin với q = 1, liên kết tựa đơn các cạnh như Hình 4.9b. Đặc trưng vật liệu E1/ E2 = 40, G12 

= G13 = 0.6E2, G23 = 0.5E2, µ12 = µ13 = µ23 = 0.25. Các kết quả chuẩn hóa độ võng 

( )* 3 4

2100 /= ow E wh q a , ứng suất pháp ( )* 2 2/=x x oh q a   tại điểm (a/2, a/2, h/2); ứng suất 

tiếp ( )* 2 2/=xy xy oh q a   tại điểm (0, 0, -h/2); ứng suất tiếp ( )* 2 2/=xz xz oh q a   tại điểm (0, 

a/2, h/4) tính bởi SQ4T được so sánh với các kết quả tham khảo khác dựa vào các phần 

tử CTMQ20 ( lưới 8 x 8), RDKQ-L24 (lưới 10 x 10) [99], MFE (lưới 8 x 8) [102], 

MISQ24 (lưới 10 x 10) [5] và nghiệm chính xác theo lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất 

FSDT ở các tài liệu [5, 65, 99, 103] và được trình bày như Bảng 4.3a và Bảng 4.3b. 

 
Bảng 4.3a: Kết quả chuẩn hóa của tấm vuông 2 lớp liên kết tựa đơn chịu tải phân bố hình sin 

(a/h = 100) 

a/h Phần tử *w  
*

x
 

*

xy
 

*

xz
 

100 CTMQ20 [5] 0.6519  0.2474 0.2295 0.1194 

  (-0.685%) (-0.960%) (-1.755%) (-44.283%) 

 RDKQ-L24 [99] 0.6546  0.2500 0.2316 0.1597 

  (-0.274%) (0.080%) (-0.856%) (-25.478%) 

 MFE [102] 0.6558 - - - 

  (-0.091%)    

 MISQ24 [5]  0.6535  0.2452 0.2298 0.1884 

  (-0.441%) (-1.841%) (-1.627%) (-12.086%) 

 SQ4T 0.6567 0.2428 0.2342 0.1931 

  (0.046%) (-2.802%) (0.257%) (-9.892%) 

 Chính xác FSDT 0.6564  0.2498 0.2336 0.2143 

 

Bảng 4.3b: Kết quả chuẩn hóa của tấm vuông 2 lớp liên kết tựa đơn chịu tải phân bố hình sin 

(a/h = 20) 

a/h Phần tử *w  
*

x
 

*

xy
 

*

xz
 

20 CTMQ20 [5] 0.6906  0.2523 0.2333 0.1773 

  (-1.074%) (1.001%) (-0.128%) (-17.266%) 

 RDKQ-L24 [99] 0.6960  0.2516 0.2316 0.2020 

  (-0.300%) (0.721%) (-0.856%) (-5.739%) 

 MFE [102] - - - - 

 MISQ24 [5] 0.6956  0.2452 0.2298 0.1884 

  (-0.358%) (-1.841%) (-1.626%) (-12.086%) 

 SQ4T 0.7090 0.2428 0.2342 0.1931 

  (1.561%) (-2.802%) (0.257%) (-9.892%) 

 Chính xác FSDT 0.6981  0.2498 0.2336 0.2143 
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4.4.2 Phân tích dao động tự do 

4.4.2.1 Tấm vuông 4 lớp [0o/90o/90o/0o] 

Trước tiên, một tấm vuông [0o/90o/90o/0o] tựa đơn có tỷ số a/h = 5 được xem xét. Đặc 

trưng vật liệu của tấm E2 = 106 Pa, E1 = 3.106 Pa / 107 Pa / 2.107 Pa / 3.107 Pa / 4.107 Pa, 

G12 = G13 = 0.6E2, G23 = 0.5E2, µ12 = µ13 = µ23 = 0.25, ρ = 1. Bảng 4.4 và Bảng 4.5 trình 

bày so sánh giữa kết quả tần số dao động đầu tiên được chuẩn hóa ( )2

2* / /= L h E    

dựa vào 256 phần tử SQ4T với các kết quả tham khảo khác như 196 phần tử MISQ24 [5], 

phương pháp MLSDQ [104] hay phương pháp RBF [105] với tổng cộng 121 nút rời rạc 

trên toàn miền hoặc nghiệm giải tích suy ra từ các lý thuyết phân tích khác nhau ở các tài 

liệu [5, 105-116] khi thay đổi giá trị của tỷ số E1/E2 hoặc a/h. Chẳng hạn nhóm tác giả 

Reddy và Phan đã tìm ra nghiệm giải tích dựa vào lý thuyết biến dạng cắt bậc cao HSDT 

[116], tác giả Liew dựa vào phương pháp p-Ritz [109], nhóm tác giả Ferreira và 

Fasshauer dựa vào phương pháp RBF-pseudospectral [110], nhóm Wu và Chen trên cơ 

sở lý thuyết tấm bậc cao cục bộ [111], tác giả Matsunaga dựa vào lý thuyết tấm bậc cao 

tổng thể [112], nhóm tác giả Striz và cộng sự áp dụng lý thuyết lớp riêng lẻ bậc cao 

[113], hoặc nhóm Zhen và Wanji áp dụng lý thuyết tấm bậc cao có xét tương tác cục bộ 

lẫn tổng thể [114]. Bên cạnh đó, kết quả chính xác được trích xuất từ các tài liệu [5, 65, 

107]. Hình 4.11 thể hiện đồ thị so sánh tần số dao động đầu tiên được chuẩn hóa ứng với 

tỷ số a/h = 5. 

 

  
(a) (b) 

Hình 4.11: (a) So sánh tần số dao động chuẩn hóa, (b) So sánh sai số tần số dao động  
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chuẩn hóa tấm vuông [0o/90o/90o/0o] liên kết tựa đơn với a/h = 5 

 

Bảng 4.4: So sánh tần số dao động đầu tiên được chuẩn hóa với a/h = 5 

Phần tử 
E1/E2    

10 20 30 40 

MISQ24 [5] 8.309 9.569 10.322 10.847 

MLSDQ [104] 8.292 9.561 10.320 10.849 

RBF [105] 8.310 9.580 10.349 10.864 

SQ4T 8.294 9.552 10.356 10.846 

Chính xác [5, 65, 107] 8.298 9.567 10.326 10.854 

 
Bảng 4.5: So sánh tần số dao động đầu tiên được chuẩn hóa với E1/E2=40  

Phần tử / Lý thuyết  
a/h      

5 10 20 25 50 100 

MISQ24 [5] 10.847 15.165 17.719 18.138 18.753 18.918 

p-Ritz [109] 10.855 15.143 17.658 18.071 18.673 18.836 

RBF_pseudospectral [110] 10.807 15.100 17.633 18.049 18.658 18.822 

HSDT [116] 10.989 15.268 17.666 18.049 18.462 18.756 

HOIL [113] 10.673 15.066 17.535 18.054 18.670 18.835 

Local theory [111] 10.682 15.069 17.636 18.055 18.670 18.835 

Global theory [112] 10.687 15.072 17.636 18.055 18.670 18.835 

Global-Local [114] 10.729 15.165 17.803 18.240 18.902 19.156 

SQ4T 10.846 15.167 17.718 18.126 18.758 18.885 

 

Hình 4.11b thể hiện sự không ổn định trong phân tích dao động tự do của kết cấu tấm đa 

lớp khi sử dụng phần tử SQ4T. 

 

4.4.2.2 Vỏ trụ 4 lớp [0o/90o/90o/0o] 

Một vỏ trụ 4 lớp [0o/90o/90o/0o] tựa đơn với các thông số hình học như bán kính R = 

100, chiều dài L = 20, chiều dày h = 0.2 và góc cong φ = 0.1 rad được ghi chú ở Hình 

4.12. Vật liệu của vỏ là E2 = 106 Pa, E1 = 25.106 Pa, G12 = G13 = 0.5E2, G23 = 0.2E2, µ12 = 

µ13 = µ23 = 0.25 và ρ= 1. Sai số không đáng kể của tần số dao động đầu tiên được chuẩn 

hóa theo ( )* 2

2/ /= L h E    khi so kết quả dựa vào 324 phần tử SQ4T với các kết quả 

tham khảo khác theo lý thuyết nhiều lớp LW [117] sử dụng 64 phần tử shell LW của tác 

giả Liu và cộng sự, theo tác giả Jayasankar và cộng sự sử dụng 25 phần tử vỏ suy biến 9 

nút [118], theo tác giả Nguyen-Van [5] sử dụng 64 phần tử trơn 4 nút có kể đến bậc tự do 

xoay trong mặt phẳng phần tử hoặc theo nghiệm giải tích đưa ra bởi tác giả Reddy [119] 

được thể hiện ở Bảng 4.6. 
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  Hình 4.12: Vỏ trụ liên kết tựa đơn 

 
Bảng 4.6: So sánh tần số dao động đầu tiên được chuẩn hóa 

Sắp xếp So sánh dạng 1 

[0o/90o/90o/0o] 
MISQ24 [5] 

Lý thuyết 

LW [117]  

Jayasankar 

[118]  
Reddy [119]  SQ4T 

16.794 17.390 17.700 16.668 17.204 

 

4.4.3 Phân tích ổn định 

4.4.3.1  Tấm vuông 4 lớp [0o/90o/90o/0o] tựa đơn chịu nén đơn trục 

Tấm vuông [0o/90o/90o/0o] tựa đơn được nghiên cứu ứng xử dưới tác dụng nén đơn 

trục trong mặt phẳng tấm như Hình 4.13. Đặc trưng vật liệu E1/E2 = 3, 10, 20, 30, 40; G23 

= 0.5E2; G12 = G13 = 0.6E2; µ12 = µ13 = µ23 = 0.25, ρ = 1. Tỷ số chiều dài cạnh trên chiều 

dày a/h = 10. Lực tới hạn chuẩn hóa ( )* 2 3

2/= xP N a E h  được xác định dựa vào 100 phần 

tử SQ4T và so sánh với các kết quả khác của tác giả Nguyen-Van [5] dựa trên 256 phần 

tử tứ giác 4 nút trơn MISQ24, nhóm tác giả Liu và cộng sự áp dụng FSDT kết hợp 

phương pháp MRBF (Mesh-free Radial Basis Function) với tổng cộng 441 nút rời rạc trên 

toàn miền [120], nhóm tác giả Reddy và cộng sự [116] hoặc nhóm tác giả Khdeir và cộng 

sự [107] với nghiệm giải tích dựa vào lý thuyết biến dạng cắt bậc cao HSDT hay kết quả 

nghiệm đàn hồi 3D của tác giả Noor [121] như Bảng 4.7. 
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Hình 4.13: Tấm vuông [0o/90o/90o/0o] chịu nén đơn trục 

 

Bảng 4.7: So sánh lực tới hạn chuẩn hóa khi a/h=10 

Mô hình E1/E2     

          3 10 20 30 40 

MISQ24 [5] 5.352 9.878 15.214 19.577 23.236 

Liu và cộng sự [120]  5.401 9.985 15.374 19.537 23.154 

Reddy và cộng sự [116] 5.114 9.774 15.298 19.957 23.340 

Khdeir và cộng sự [107] 5.442 10.026 15.418 19.813 23.489 

Noor [121] 5.294 9.762 15.019 19.304 22.881 

SQ4T 5.404 9.890 15.248 19.592 23.401 

 

Bảng 4.8: So sánh lực tới hạn chuẩn hóa chuẩn hóa khi E1/E2=40 

Mô hình 
a/h    

10 20 50 100 

MISQ24 [5] 23.236  31.747 35.561 36.190 

FSDT(a) [122] 23.409  31.625 35.254 35.851 

FSDT(b) [123] 23.471  31.707 35.356 35.955 

HSDT [116] 23.349  31.637 35.419 35.971 

SQ4T 23.401 31.692 35.427 35.994 

 

Đồng thời khi thay đổi tỷ số a/h và lấy giá trị tỷ số E1/E2 = 40, tiếp theo là sự so sánh 

giữa kết quả đạt được dựa trên 100 phần tử SQ4T với kết quả dựa vào 256 phần tử 

MISQ24 của tác giả Nguyen-Van [5] cũng như các nghiệm giải tích trên cơ sở FSDT đưa 

ra bởi nhóm tác giả Chakrabarti và cộng sự theo [122] hoặc của nhóm tác giả Reddy và 

cộng sự theo [116, 123] trên cở sở lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất FSDT lẫn bậc cao 
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HSDT như ở Bảng 4.8. Sai số không đáng kể giữa kết quả của SQ4T với các kết quả 

khác cho thấy khả năng sử dụng phần tử này trong phân tích ổn định kết cấu 

4.4.3.2 Vỏ trụ 5 lớp [0o/90o/0o/90o/0o] tựa đơn chịu nén đơn trục 
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Hình 4.14: Vỏ trụ 5 lớp [0o/90o/0o/90o/0o] 

 

Vỏ trụ [0o/90o/0o/90o/0o] liên kết tựa đơn như Hình 4.14 với a/b = 1, R/a = 20. Đặc 

trưng vật liệu E1/ E2 = 40, G12 = G13 = 0.6E2, G23 = 0.5E2, µ12= µ13= µ23= 0.25. Giá trị lực 

tới hạn chuẩn hóa ( )* 2 3

2/= xP N a E h  trên cơ sở sử dụng 196 phần tử SQ4T được so sánh 

với các kết quả khác từ các tác giả Nguyen-Van, Kumar, Prusty hay Sciuva theo [5, 124-

126] như Bảng 4.9. Trong đó, tác giả Nguyen-Van sử dụng 256 phần tử tứ giác 4 nút bậc 

thấp dựa trên kỹ thuật làm trơn biến dạng trên miền con, tác giả Kumar và cộng sự sử 

dụng 100 phần tử vỏ cong 8 nút đẳng tham số, tác giả Prusty và cộng sự cũng sử dụng 64 

phần tử vỏ cong 8 nút khác và cuối cùng tác giả Sciuva cung cấp nghiệm giải tích trên cơ 

sở lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất FSDT. Sai số được tính toán dựa vào nghiệm giải tích 

của tác giả Sciuva và được trình bày ở Bảng 4.9.  
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Bảng 4.9: So sánh lực tới hạn chuẩn hóa khi thay đổi a/h  

Tham khảo 
a/h 

10 20 30 50 100 

MISQ24 [5] 23.97 31.91 34.08 35.33 35.89 

 (-0.909%) (0%) (0.118%) (-0.254%) (-2.631%) 

Kumar [124] 23.97  31.79  - 35.40 36.85 

 (-0.909%) (-0.376%) - (-0.056%) (-0.027%) 

Prusty [125] 23.96  31.89 33.98 36.84 35.39 

 (-0.950%) (-0.062%) (-0.176%) (4.009%) (-3.988%) 

Sciuva [126] 24.19  31.91 34.04 35.42 36.86 

SQ4T 24.98 32.28 34.12 35.64 36.48 

 (3.266%) (1.160%) (0.235%) (0.621%) (-1.030%) 

 

4.4.4 Phân tích uốn phi tuyến 
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Hình 4.15: Tấm hình bình hành làm bằng vật liệu phân lớp chức năng FGM 

 

Tấm hình bình hành có a = b = 0.2 m và a/h = 20, Hình 4.15, liên kết ngàm hoặc tựa 

đơn các cạnh, làm bằng vật liệu chức năng Ti-6Al-4V/ Aluminum oxide, 105.7 GPa/ 320.2 

GPa và 0.298/ 0.26. Tấm chịu tải phân bố đều q. Khảo sát phi tuyến độ võng chuẩn hóa 

ngay giữa tấm w* = w/h với thông số tải trọng P = q(a)4 /(Emh4) trên cơ sở thay đổi góc α. 

Kết quả dựa vào 64 phần tử SQ4T được so sánh với kết quả của nhóm tác giả Van-Do và 

cộng sự dựa trên lý thuyết biến dạng cắt bậc cao HSDT kết hợp phương pháp không lưới 

nội suy điểm xuyên tâm [127] như Hình 4.16a. Nhóm tác giả này sử dụng 23 x 23 nút rời 

rạc trên toàn miền khảo sát. Khi thay đổi giá trị n, đường cong tải trọng-độ võng vẽ bởi 

SQ4T tiệm cận với đưởng cong mô tả bởi nhóm tác giả trên.  

Bên cạnh đó, khi tăng giá trị n thì kết cấu trở nên mềm hơn dẫn đến độ võng tăng dần 

lên và nhận xét này giữ nguyên cho dù thay đổi góc α hay thay đổi điều kiện biên trên các 

cạnh như mô tả ở Hình 4.16b-d và Hình 4.17a. 
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(a) (b) 

  
(c) (d) 

Hình 4.16: Đường cong tải trọng-độ võng của tấm hình bình hành làm bằng vật liệu phân lớp 

chức năng liên kết ngàm 

 

  
(a) (b) 

Hình 4.17: Đường cong tải trọng-độ võng của tấm hình bình hành làm bằng vật liệu phân lớp 

chức năng liên kết tựa đơn 
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Hình 4.17b cho thấy khi tăng góc α thì độ võng giảm đi. Điều này có thể giải thích do 

hình dạng của các phần tử trong lưới trở thành hình thoi dẹp và dài, khác biệt rất nhiều so 

với hình dạng vuông của các phần tử ánh xạ trong tọa độ tự nhiên nên gây ra lỗi trong 

tích phân số của ma trận độ cứng dẫn đến kết cấu có vẻ cứng hơn làm suy giảm nhanh độ 

võng. 

4.5 Kết luận 

Phần tử SQ4T đã được thiết lập và sử dụng để phân tích tĩnh, dao động tự do và ổn 

định cho kết cấu dạng tấm/vỏ. Riêng phần phân tích phi tuyến chỉ đưa ra với mục đích 

định hướng phát triển phần tử này về sau. Kết quả đạt được khi sử dụng phần tử SQ4T có 

sai số không đáng kể khi so sánh với các kết quả tham khảo khác. Tuy nhiên phần tử này 

vẫn còn một số nhược điểm sau: (1) vốn dựa vào kỹ thuật nội suy kép tính toán trên miền 

ảnh hưởng bao quanh phần tử đang xét nên thời gian tính toán cho toàn bộ miền rời rạc sẽ 

lâu hơn so với các phần tử cơ bản cùng số bậc tự do, sẽ trình bày rõ thời gian ở chương 

đánh giá chung; (2) kết quả thu được không ổn định cận trên, dưới khi so sánh với 

nghiệm chính xác; (3) khó áp dụng để tính toán cho vỏ có hình dáng phức tạp. Việc áp 

dụng phần tử SQ4T cần được khảo sát kỹ cho từng bài toán cụ thể ở tương lai. Quá trình 

đánh giá chung với các phần tử đề xuất khác được tiến hành ở chương cuối của luận án 

này.  
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Chương 5 

PHẦN TỬ SQ4C 
 

5.1 Giới thiệu 

Trong chương này lần lượt trình bày kỹ thuật tổ hợp biến dạng, xây dựng phần tử tứ 

giác SQ4C (Sort…Q4…Combined strain), kết quả tính toán số minh họa, so sánh và đánh 

giá. Cuối cùng là những kết luận thu được từ quá trình phân tích lời giải. 

5.2 Kỹ thuật tổ hợp biến dạng 

5.2.1 Kỹ thuật khử khóa cắt 

Trên cơ sở nghiên cứu kết cấu tấm/vỏ dựa vào lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất HSDT, 

mối quan tâm lớn liên quan đến hiện tượng khóa cắt khi chiều dày của kết cấu trở nên 

mỏng dẫn đến chuyển vị của tấm/vỏ giảm khi chiều dày giảm do năng lượng biến dạng 

cắt không được loại bỏ. Để khắc phục hiện tượng khóa cắt, theo các tác giả Bathe và 

Dvorkin [10, 11], biến dạng cắt ngang được giả sử là hằng số dọc theo cạnh phần tử tứ 

giác 4 nút như Hình 5.1 trong hệ tọa độ tự nhiên. Từ đó 4 điểm buộc A, B, C và D nằm ở 

trung điểm 4 cạnh của phần tử sẽ được sử dụng để nội suy các thành phần biến dạng cắt 

ngang trong phần tử. Việc không tính toán trực tiếp các thành phần biến dạng cắt ngang 

này trực tiếp từ đạo hàm của trường chuyển vị sẽ giúp quá trình phân tích phần tử hữu 

hạn khắc phục được hiện tượng khóa cắt xảy ra. 

Trường biến dạng cắt ngang được xây dựng thông qua 4 điểm buộc A, B, C và D theo 

các công thức sau 

( ) ( )( ) ( )1 1
1 1

2 2

D B

s s s

    = +  + −   (5.1) 

( ) ( )( ) ( )1 1
1 1

2 2

C A

s s s

    = +  + −   (5.2) 

trong đó (A)

s

 , 
(B)

s

 , 
(C)

s

 , 
(D)

s

  là các biến dạng cắt ngang được tính toán trực tiếp thông 

qua xấp xỉ chuyển vị tại các điểm buộc trên. 
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Hình 5.1: Bốn điểm buộc ứng dụng tính toán biến dạng cắt ngang 

 

5.2.2 Kỹ thuật khử khóa màng 

Đối với kết cấu vỏ nói riêng, khi tiến hành phân tích dạng kết cấu vỏ có độ cong nhất 

định với lưới chia méo dễ dẫn đến hiện tượng khóa màng do phần tử sử dụng là phần tử 

tứ giác 4 nút bậc thấp. Hiển nhiên hiện tượng khóa màng này có thể được xử lý tốt nếu 

quá trình phân tích sử dụng phần tử bậc cao. Để khắc phục hiện tượng khóa màng khi sử 

dụng phần tử tứ giác 4 nút bậc thấp, theo tác giả Ko và cộng sự [23, 24], đầu tiên tiến 

hành chia miền phần tử tại mặt trung hòa ra thành 4 miền tam giác con như Hình 5.2. 
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Hình 5.2: Cơ sở xác định nút ảo 5 

 

Nút ảo 5 được xác định thông qua 4 diện tích “124”, “234”, 134” và “123” trong đó 1, 2, 

3 và 4 lần lượt là bốn nút của phần tử tứ giác cần xét  

4

5

1

i i

i


=

= x x  (5.3) 

với 

  234 124
1 2 3 4

234 124 234 124

134 123

134 123 134 123

A A1 1 1 1 1 1 1 1
0 0

2 A A 3 3 3 2 A A 3 3 3

A A1 1 1 1 1 1 1 1
0 0

2 A A 3 3 3 2 A A 3 3 3

   
   

= +   + +   

   
+   + +   

 (5.4) 

Sau đó, trường biến dạng màng được xây dựng thông qua 4 điểm buộc A, B, C và D như 

Hình 5.3 và công thức bên dưới 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1

4 2 2

A B C D A C B D

m m m m m m m m m = + + + + − + + − +          (5.5) 

hay 

( )

(B)

(C)

(D)

1 1 1 1 1 1 1 1

4 2 4 2 4 2 4 2

A

m

m

m

m

m

   

 
 

          
= − − + +          

          
 
 










 (5.6) 

 

với ( )A

m , 
( )B

m , 
( )C

m
 
và 

( )D

m  là các biến dạng màng được tính thông qua bốn miền tam giác 

con và được đặt tại bốn điểm buộc A, B, C, D, cần lưu ý nhỏ tại nút ảo 5 không hình 

thành các bậc tự do phụ trợ trong quá trình xây dựng véc-tơ chuyển vị của phần tử đang 

xét.    
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t 



(−) ()

(−−) (−)

  (D)
m

  (B)m

 
 (

C
)

m 
 (

A
)

m

 

Hình 5.3: Bốn điểm buộc ứng dụng tính toán biến dạng màng 

 

5.2.3 Kỹ thuật trơn biến dạng trên miền con 

Biến dạng uốn tại một điểm bất kỳ 
Cx đạt được bởi 

( ) ( ) ( )x d

C

b C b C



=  − x x x   
(5.7) 

trong đó 
C  là miền tứ giác con đang xét làm trơn, xem Hình 5.4. Trên cơ sở [4, 5, 35], 

chọn   như sau 

( )
1/ x

0 x

C C

C

C

A 
 − = 


x x  (5.8) 

Từ đó suy ra 

( ) ( )
1

d
2

C

b C i j j i

C

n n
A

 


= + x  (5.9) 

AC và C  lần lượt là diện tích và biên của miền tứ giác con, công thức (5.7) được viết lại 

( ) ( )xb C b C b=x B q  (5.10) 

với 

( )

0 0
1

0 0 d
A

0
C

i x

bi C i y

C

i y i x

N n

N n

N n N n


 
 

=  
 
 

B x  

(5.11) 

bi i xi yiw   =  q  

 

Điểm buộc 
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(0,0,1/2,1/2)

(0,1/2,1/2,0)

(1/2,0,0,1/2)

(1/2,1/2,0,0)

(0,0,1,0)

(0,1,0,0)

(1,0,0,0)
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(n   , n   )
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1
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(n   , n   )
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2

y1
2

(n   , n   )
x1
3

y1
3

(n   , n   )
x1
4

y1
4

(n   , n   )
x1
1

y1
1

(n   , n   )
x2
1

y2
1

(n   , n   )
x2
2

y2
2

(n   , n   )
x1
3

y1
3

(n   , n   )
x2
3

y2
3

(n   , n   )
x1
4

y1
4

(n   , n   )
x1
2

y1
2

(1/4,1/4,1/4,1/4)

(0,0,1/4,3/4)

(0,0,3/4,1/4)

(0,0,1/2,1/2)

(3/4,1/4,0,0)
(1/4,3/4,0,0)

(1/2,0,0,1/2) (0,1/2,1/2,0)

(1/2,1/2,0,0)

(0,0,1,0)

(0,1,0,0)

(1,0,0,0)

(0,0,0,1)

(n   , n   )
x2
4

y2
4

 
Hình 5.4: Mô tả miền con tứ giác trơn và giá trị các hàm dạng tương ứng 

 

5.3 Xây dựng phần tử SQ4C 

Phần tử tứ giác SQ4C bao gồm 4 nút mỗi nút có 5 bậc tự do được xây dựng dựa vào 

kỹ thuật tổ hợp các biến dạng dựa theo mục 5.2 và lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất FSDT 

như trình bày ở mục 2.2.1 của chương 2 hoặc mục 4.3.1 của chương 4 để phân tích kết 

cấu tấm/vỏ composite nhiều lớp có hoặc không có sườn gia cường.  

Trước tiên, biến dạng màng của phần tử SQ4C được xác định thông qua giá trị ( )A

m , 

( )B

m , ( )C

m
 
và ( )D

m  của 4 miền tam giác con. Cụ thể 

( ) 415 415 415 415 1234A

m m m m m

   = =B q B q   

(5.12) 

415

1 2 3 4

0 0 0 1

1 0 0 0

   



 
 

=
 
  

  

( ) 125 125 125 125 1234B

m m m m m

   = =B q B q   

125

1 2 3 4

1 0 0 0

0 1 0 0

   



 
 

=
 
  

  

( ) 235 235 235 235 1234C

m m m m m

   = =B q B q   

235

1 2 3 4

0 1 0 0

0 0 1 0

   



 
 

=
 
  

  

( ) 345 345 345 345 1234D

m m m m m

   = =B q B q   
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345

1 2 3 4

0 0 1 0

0 0 0 1

   



 
 

=
 
  

  

Kết hợp các công thức (5.4), (5.6) và (5.12) với các ma trận m


B  truyền thống xác định 

tương tự trong [128, 129] thu được 

m m m= B q  (5.13) 

Biến dạng uốn ( )b Cx  của phần tử tứ giác SQ4C được thiết lập dựa theo chuỗi công 

thức (5.7 ÷ 5.11) với điều kiện sử dụng 1 điểm Gauss trên mỗi cạnh biên miền con khi tính 

tích phân (5.11). Ma trận ( )b CB x  được xây dựng từ 

( )

( )

( )

( ) ( )

4

1

0 x 0

1
0 0 x

0 x x

G

i b x

G C

bi C i b y b

bC
G G

i b y i b x

N n

N n l
A

N n N n
=

 
 
 =
 
 
 

B x  (5.14) 

trong đó AC và C  lần lượt là diện tích và biên của miền tứ giác con, xG

b  là điểm Gauss, 

C

bl  là chiều dài cạnh miền con, lưu ý nc = 2 là số lượng tứ giác con được lựa chọn khi tính 

toán biến dạng uốn, theo [4, 5, 35]. 

Biến dạng cắt ngang được viết lại từ các công thức (5.1) và (5.2) như sau 

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

( )

( )

1
1 0 1 01

0 1 0 12

A

s

B

s

s C

s

D

s









 

 
−

 
 

− +    
=    

− +    
 
 

J  (5.15) 

với 

, ,

, ,

x y

x y

 

 

 
=  

 
J  (5.16) 

Vì vậy biến dạng cắt ngang trong phần tử SQ4C được xác định theo [5, 10, 11] như sau 

s s s= B q  (5.17) 

trong đó 

1 11 12
, , , , ,

21 22
, , , , ,

N N N

N N N

i i i i i

si

i i i i i

x y b b

x y b b

    

    

−
  

=   
    

B  

(5.18) 
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si i xi yiw   =  q  

với 

111

,

R

i ib x =
 , 

112

,

R

i ib y =
 , 

221

,

R

i ib x=

 
, 

222

,

R

i ib y=

 

 1 1 1 1i  − −
, 

 1 1 1 1i  − −

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 2i,R ,R 1,B,A , 2,B,C , 3,D,C , 4,D,A  

(5.19) 

Ma trận độ cứng tổng của phần tử SQ4C được thiết lập 

m

T

mb mb b s= + + + +K K K K K K  (5.20) 

trong đó 

dT

m m m


= K B AB  

(5.21) 

dT

mb m b


= K B BB
 

1

d
cn

T T

b b b bi bi C

i

A


=

=  = K B DB B DB ,  2cn =
 

dT

s s s


=  sK B C B

 

Khi phân tích ổn định, ma trận độ cứng hình học của phần tử được làm trơn với số lượng 

miền con nc = 1, theo [5] 

0 0

1

d A
cn

T T

g g g gi gi C

i


=

=  = K B B B B  ,  1cn =  (5.22) 

với 

( )

0 0

0 0

0 01
d

0 0

0 0

0 0 N

C

i x

i y

i x

gi C

i yC

i x

i y

N n

N n

N n

N nA

N n

n



 
 
 
 

=  
 
 
 
  

B x  (5.23) 

Sử dụng 1 điểm Gauss trên mỗi cạnh biên khi tính tích phân (5.23) nên ( )gi CB x  được viết 

lại 
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( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

4

1

x 0 0

x 0 0

0 x 01

0 x 0

0 0 x

0 0 N x

G

i g x

G

i g y

G

i g x C

gi C gG
gC i g y

G

i g x

G

i g y

N n

N n

N n
l

A N n

N n

n

=

 
 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 
 

B x  (5.24) 

xG

g  là điểm Gauss, C

gl  là chiều dài cạnh miền con, các ma trận F, M và 
0  tiếp tục sử 

dụng theo các công thức (2.47), (2.52) & (2.54) của chương 2. 

Trường hợp kết cấu tấm có gắn sườn gia cường, phần tử SQ4C được thêm bậc tự do 

thứ 6 là 
z  cho mỗi nút theo Allman [130], Nguyen-Van [5], Nguyen-Thoi và cộng sự 

[48, 131], Ibrahimbegovic và cộng sự [132],… Ma trận mK  ở công thức (5.20) trở thành 

d dT T

m m m 
 

=  +  K B AB b b  (5.25) 

trong đó G =  theo tác giả Ibrahimbegovic và cộng sự [132] với 

( )

,

,x

, ,

1

2

1

2

1

2

i y

i i

i y i x i

N

N

Nx Ny N

 
− 

 
 = −
 
 
 − + −
  

b  (5.26) 

và 

( ) ( )( )
1

, 1 1 , 1,2,3,4
4

i i iN i    = + + =  

(5.27) 

( )
1

8
i ij l ik mNx y N y N= −  

( )
1

8
i ij l ik mNy x N x N= −  

ij j ix x x= −  

ij j iy y y= −  

Các thông số i, j, k, l và m được diễn đạt qua phần mềm Matlab như sau 

i = 1, 2, 3,4;  m = i + 4;  l = m – 1 + 4 * floor(1/i); k = mod(m,4) + 1;  j = l – 4; 
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y,v

x,u

s,us

r,ur

O

O'

lst

x

y

o

o

 r,ur

s,us
z,w

O'

h/2

t/2

e


r


s


s


r

lst

 
Hình 5.5: Mô tả kết cấu tấm gia cường sườn 

 

Sử dụng lý thuyết dầm Timoshenko để tính toán cho sườn gia cường. Trong trường hợp 

tổng quát trục sườn hợp với phương x một góc α như Hình 5.5. Chiều dài phần tử sườn lst 

giới hạn trong phạm vi phần tử tứ giác SQ4C và tùy thuộc vào lưới chia cho tấm, h và t 

lần lượt là chiều dày tấm và chiều cao của sườn gia cường. Hệ trục địa phương O’rsz gắn 

với sườn có mặt phẳng O’rs trùng với mặt phẳng Oxy như Hình 5.5. Tại vị trí tiếp xúc, 

chuyển vị của sườn và tấm là giống nhau. Công thức chuyển trục 

cos sin 0 0 0 0

sin cos 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 cos sin 0

0 0 0 sin cos 0

0 0 0 0 0 1

r

s

z

st

r x

s y

z z

u u

u v

u w

 

 

  

  

 

    
    

−
    
    

= = =    
    
    −
    
       

u Lu  (5.28) 

Lưu ý ký hiệu “st” đề cập đến đối tượng là sườn gia cường. Biến dạng trong sườn được 

tính như sau 

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

r

s

z

st

r

s

z

e eu
r r r r

u

ur r

r r

r r







      
       
    

     
     

= = =    
     

     
          

    

Lu u   (5.29) 

trong đó e là độ lệch giữa trục sườn với mặt trung hòa của tấm. Với việc sử dụng phần tử 

dầm 2 nút Timoshenko đẳng tham số để mô hình cho sườn  

Mặt trung hòa tấm 

Sườn 
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2

6

1

st st

i i

i

N
=

= u I q  (5.30) 

( )1

1
1

2

stN = −  và ( )2

1
1

2

stN = +  là các hàm dạng tuyến tính trong hệ tọa độ tự nhiên gắn 

với phần tử dầm. Ma trận độ cứng của phần tử dầm trình bày dưới dạng  

( ) d

e

T
st st st st

e

l

l= K N D N   (5.31) 

Ma trận độ cứng hình học của phần tử dầm  

( ) d

e

T
st st st st

eg

l

l= K N N    (5.32) 

trong đó 

5
, , ,

6

st

st s stdiag EA EI GA GJ
 

=  
 

D  

(5.33) 

( )( )0 2 0,st

st x s st xdiag A I e A = +  

Ast là diện tích mặt cắt ngang của dầm, sI  là momen quán tính đối với trục s, 4 / 40st rJ A I  

là hằng số xoắn St Venant và rI  là momen quán tính đối với trục r, ngoài ra E, G là các 

hằng số mô đun vật liệu. 

5.4 Kết quả số 

5.4.1 Kiểm chứng 

Khảo sát tổ hợp 5 phần tử tứ giác SQ4C như Hình 5.6. Đặc trưng vật liệu E = 106, µ = 

0.25 với chiều dày h = 0.001. Các điều kiện biên được áp đặt như sau: (1) kiểm chứng 

ứng xử màng ( )310 0.5u x y−= + , ( )310 0.5v y x−= + , 0w =  và (2) kiểm chứng ứng xử uốn 

( )3 2 210 / 2w x xy y−= + + , ( )310 0.5x y x −= + , ( )310 0.5y x y −= + . Kết quả thu được bởi 

phần tử SQ4C giống kết quả nghiệm chính xác như trình bày ở Bảng 5.1.  

 
Bảng 5.1: Kết quả kiểm chứng 

Trường hợp SQ4C Chính xác 

Ứng xử màng x  1.33300000E3 1333 

 y  1.33300000E3 1333 

 xy  0.40000000E3 400 

Ứng xử uốn Mx 1.11111111E-7 1.11111111E-7 

 My 1.11111111E-7 1.11111111E-7 

 Mxy 0.33333333E-7 0.33333333E-7 
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z, w

x, u

1 2

34

(0,0) (0.24,0)

(0.24,0.12)
(0,0.12)

8 7

6
5

(0.04,0.02)

(0.08,0.08) (0.16,0.08)

(0.18,0.03)

 
Hình 5.6: Mô tả kiểm chứng 

 

5.4.2 Phân tích uốn tĩnh 

5.4.2.1 Tấm vuông 2 lớp [θo/-θo] chịu tải phân bố đều 

Một tấm vuông [θo/-θo] có kích thước a = 10, chiều dày h = 0.02 chịu tải trọng phân 

bố đều q = 1, liên kết ngàm các cạnh tương tự Hình 4.9a của chương 4. Đặc trưng vật liệu 

E1/ E2 = 40, G12 = G13 = 0.6E2, G23 = 0.5E2, µ12= µ13= µ23= 0.25. Độ võng chuẩn hóa ở 

giữa tấm ( )* 3 4

2100 /=w E wh qa  tính bởi phần tử SQ4C (605 dofs) được so sánh với các 

kết quả tham khảo khác dựa vào các phần tử MQH3T (665 dofs), SQUAD4 (605 dofs), 

RDTMLC (605 dofs), RDKQ-L24 (605 dofs), MISQ20 (605 dofs) và nghiệm chính xác 

đưa ra bởi tác giả Whitney theo [5, 96-101] tương tự mục 4.4.1.2 ở chương 4. Chúng 

được nêu ra ở Bảng 5.2 và Hình 5.7. Dựa vào Hình 5.7 có thể thấy kết quả thu được bởi 

phần tử SQ4C tiệm cận với nghiệm chính xác và đạt được độ hội tụ tốt hơn kết quả của 

các phần tử khác. Từ mục 5.4.1.1 này kết hợp với mục 4.4.1.2 cho thấy phần tử SQ4C ổn 

định và cho kết quả hội tụ tốt hơn phần tử SQ4T khi phân tích tĩnh kết cấu. 

 
Bảng 5.2: Độ võng chuẩn hóa giữa tấm vuông đa lớp liên kết ngàm chịu tải phân bố đều 

θ MQH3T 

[96] 

SQUAD4 

[97] 

RDTMLC 

[98] 

RDKQ-L24 

[99] 

MISQ20 

[5] 

SQ4C Chính xác 

[100, 101] 

5o 0.1083 0.1040 0.1074 0.1049 0.1023 0.1000 0.0946 

15o 0.2009 - 0.1959 0.1993 0.1971 0.1884 0.1691 

25o 0.2572 0.2602 0.2508 0.2599 0.2580 0.2500 0.2355 

35o 0.2844 0.2914 0.2782 0.2907 0.2889 0.2844 0.2763 

45o 0.2929 0.3013 0.2868 0.3004 0.2986 0.2960 0.2890 
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(a) (b) 

Hình 5.7: (a) So sánh độ võng chuẩn hóa, (b) So sánh sai số độ võng chuẩn hóa  

tấm vuông [θo/-θo] liên kết ngàm 

 

5.4.2.2 Tấm vuông 2 lớp [-45o/45o] chịu tải phân bố hình sin 

Tấm vuông [-45o/45o] có kích thước a = 10, dày h = 0.02 chịu tải trọng phân bố hình 

sin với qo = 1, liên kết tựa đơn các cạnh như Hình 4.9b của chương 4. Đặc trưng vật liệu 

E1/ E2 = 40, G12 = G13 = 0.6E2, G23 = 0.5E2, µ12= µ13= µ23= 0.25.  

 
Hình 5.8:  Sai số của độ võng ( *w ) và ứng suất ( *

x ) 

 

Các kết quả chuẩn hóa độ võng ( )* 3 4

2100 /= ow E wh q a , ứng suất ( )* 2 2/=x x oh q a   tại 

điểm (a/2, a/2, h/2); ứng suất ( )* 2 2/=xy xy oh q a   tại điểm (0, 0, -h/2); ứng suất 

( )* 2 2/=xz xz oh q a   tại điểm (0, a/2, h/4) tính bởi phần tử SQ4C (lưới 10 x 10, 605 dofs) 
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được so sánh với các kết quả khác theo [5, 65, 99, 103] như mục 4.4.1.3 của chương 4. 

Có thể nhắc lại các phần tử so sánh với lưới chia trên toàn miền như sau: CTMQ20 (8 x 

8), RDKQ-L24 (10 x 10), MFE (8 x 8), MISQ20 (10 x 10). Tất cả kết quả được thể hiện 

ở Bảng 5.3 và Hình 5.8. 

 

Bảng 5.3: Các kết quả chuẩn hóa của tấm vuông đa lớp liên kết tựa đơn  

chịu tải phân bố hình sin 

a/h Phần tử / Lý thuyết *w  
*

x  
*

xy  *

xz  

100 CTMQ20 [5] 0.6519  0.2474 0.2295 0.1194 

 RDKQ-L24 [99] 0.6546  0.2500 0.2316 0.1597 

 MFE [102]  0.6558 - - - 

 MISQ20 [5] 0.6553  0.2459 0.2304 0.1884 

 SQ4C 0.6562 0.2486 0.2327 0.1884 

 Chính xác FSDT [5, 65]  0.6564  0.2498 0.2336 0.2143 

20 CTMQ20 [5] 0.6906  0.2523 0.2333 0.1773 

 RDKQ-L24 [99] 0.6960  0.2516 0.2316 0.2020 

 MFE [102] - - - - 

 MISQ20 [5] 0.6973  0.2456 0.2304 0.1884 

 SQ4C 0.6980 0.2486 0.2327 0.1884 

 Chính xác FSDT [5, 65] 0.6981  0.2498 0.2336 0.2143 

10 CTMQ20 [5] 0.8218 0.2543 0.2349 0.2005 

 RDKQ-L24 [99] 0.8241 0.2517 0.2316 0.2053 

 MFE [102] 0.8257 - - - 

 MISQ20 [5] 0.8286 0.2459 0.2304 0.1884 

 SQ4C 0.8286 0.2486 0.2327 0.1884 

 Chính xác FSDT [5, 65] 0.8284 0.2498 0.2336 0.2143 

 

Dựa vào Hình 5.8, khi thay đổi tỉ số a/h của tấm thì kết quả đạt được bởi phần tử SQ4C 

vẫn ổn định. Điều này chứng tỏ phần tử SQ4C khắc phục tốt hiện tượng khóa cắt khi 

chiều dày tấm trở nên mỏng. 

 

5.4.2.3 Vỏ trụ [0o/90o], [-45o/45o], [0o/90o]5 và [-45o/45o]5 với màng cứng hai đầu 

và chịu tải tập trung ở giữa  

Xét vỏ trụ với màng cứng ở hai đầu và chịu ép giữa bởi 2 lực tập trung P = 1 hướng 

tâm như Hình 5.9. Đặc trưng vật liệu E1/E2 = 25; G12 = G13 = 0.5E2; G23 = 0.2E2; µ12 = 

µ13 = µ23 = 0.25. Đặc trưng hình học R = 300 và L = 600. Liên quan đến yếu tố đối xứng 

nên 1/8 kết cấu sẽ được phân tích trên cơ sở chia lưới vuông và lưới méo như Hình 5.10. 

Kết quả độ võng chuẩn hóa tại C: ( ) ( )* 3 2

110 a/ 2,a/ 2 /=C Cw E w h PR  của vỏ composite 

[0o/90o], [-45o/45o], [0o/90o]5 và [-45o/45o]5 dưới những giá trị khác nhau của tỷ số S = 
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R/h được trình bày ở Bảng 5.4 trên cơ sở so sánh với [5, 65]. Như đã trình bày ở công 

thức (4.46) của chương 4, hệ số 0 4s .=  được chọn khi đề cập đến lưới méo cho mọi bài 

toán liên quan. 

D

A

B

C

y

sym

sym

sym

x

z

h
R

L/2

L/2

P

P

 
Hình 5.9: Vỏ trụ với màng cứng ở hai đầu 

 

  
(a) (b) 

Hình 5.10: Mô hình 1/8 vỏ trụ với a) lưới vuông và b) lưới méo 

 
Bảng 5.4: Các kết quả độ võng chuẩn hóa tại C 

S=R/h Phần tử / Lý thuyết 
Sắp xếp 

[0o/90o] [-45o/45o] [0o/90o]5 [-45o/45o]5 

20 

MISQ20 [5]  (32x32) 4.4678 5.4868 3.7960 4.0132 

SQ4C (lưới vuông) (32x32) 4.5297 5.2923 4.1698 3.7519 

SQ4C (lưới méo) (32x32) 4.6400 5.3913 4.2565 3.7854 

Reddy [65]  6.0742 5.2275 4.2118 3.6457 

50 

MISQ20 [5] (32x32) 1.7988 2.1124 1.6559 1.3496 

SQ4C (lưới vuông) (32x32) 1.8734 2.1505 1.5531 1.3349 

SQ4C (lưới méo) (32x32) 1.9462 2.2561 1.6044 1.3200 

Reddy [65]  2.3756 2.2283 1.4527 1.2986 

100 

MISQ20 [5] (32x32) 0.8162 1.0500 0.4895 0.6238 

SQ4C (lưới vuông) (32x32) 0.9433 1.0991 0.5382 0.6853 

SQ4C (lưới méo) (32x32) 1.0675 1.1170 0.5506 0.6925 

Reddy [65]  1.2450 1.3065 0.7405 0.7373 
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Dựa vào Bảng 5.4, kết quả của phần tử SQ4C tiến gần đến kết quả nghiệm của tác giả 

Reddy hơn so với phần tử tứ giác 4 nút trơn biến dạng MISQ20. 

 

5.4.2.4 Vỏ cầu [(0o/90o)4/0o] và [(45o/-45o)4/45o] chịu tải phân bố đều 

Vỏ cầu composite tựa đơn trên bốn cạnh và chịu tải phân bố đều q = 1 được xem xét 

như Hình 5.11. Đặc trưng vật liệu E1/E2 = 40; G12 = G13 = 0.6E2; G23 = 0.5E2; µ12 = µ13 = 

µ23 = 0.25. Đặc trưng hình học R = 10 và a = 1. Rõ ràng ¼ kết cấu vỏ được dùng để phân 

tích. Độ võng tại A theo phương z của vỏ composite [(0o/90o)4/0o] và [(45o/-45o)4/45o] 

được tính toán, trình bày và so sánh với các kết quả khác theo [5, 119, 133-135] như 

Bảng 5.5.  
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Hình 5.11: Vỏ cầu chịu tải phân bố đều 

 

Cụ thể kết quả từ phần tử vỏ composite phẳng tam giác 3 nút đề xuất bởi tác giả To và 

cộng sự [133] với lưới chia 10 x 10, phần tử vỏ 4 nút của tác giả Park và cộng sự [134] 

cũng với lưới chia 10 x 10 trên toàn miền, phần tử vỏ đa lớp 4 nút không đẳng hướng đề 

xuất từ tác giả Somashekar và cộng sự [135] dựa trên lưới chia 16 x 16, phần tử MISQ20 

với lưới chia 16 x 16 của tác giả Nguyen-Van [5] và nghiệm chính xác của tác giả Reddy 

[119]. Sai số giữa kết quả phần tử SQ4C với lưới chia 16 x 16 và nghiệm chính xác cũng 

được thể hiện ở Bảng 5.5, rõ ràng với hướng sợi loại 1 sai số bé hơn so với loại 2. 
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Bảng 5.5: Độ võng wA × 10-3 tại A 

a/h Phần tử / Lý thuyết 
Sắp xếp 

[(0o/90o)4/0o] [(45o/-45o)4/45o] 

100 

To và cộng sự [133] 2.7170 0.5259 

Park và cộng sự [134] 2.7010 0.5337 

Somashekar và cộng sự [135] 2.7270 0.5270 

MISQ20 [5] 2.8005 0.5369 

SQ4C 2.8421 0.5399 

 (4.604%) (4.429%) 

Chính xác [119] 2.7170 0.5170 

1000 

To và cộng sự [133] 0.0588 0.0101 

Park và cộng sự [134] 0.0591 0.0105 

Somashekar và cộng sự [135] 0.0599 0.0088 

MISQ20 [5]  0.0592 0.0063 

SQ4C 0.0575 0.0088 

 (-2.872%) (-16.190%) 

Chính xác [119] 0.0592 0.0105 

 

5.4.2.5 Hệ kết cấu tấm vuông với sườn ngang gia cường, vật liệu đẳng hướng và 

chịu tải phân bố đều 

Tấm vuông tựa đơn được gia cường một sườn ngang với các thông số hình học như 

Hình 5.12. Kết cấu này chịu tải phân bố đều q = 6.89476×10-3 N/mm2, đặc trưng vật liệu 

E = 1.1721×105 N/mm2 và µ = 0.3. Chia lưới 4×4, 6×6, 8×8, 10×10, 12×12 và 14×14 

đồng thời tiến hành xác định độ võng được chuẩn hóa ( )* 4/ /100= centralw w qL D  ngay giữa 

tấm.  

25.4 mm

x, u

y, v

(S)

(S)

(S)

(S)
A

A

A

A

25.4 mm

0.254 mm

0.254 mm

2.54 mm

 
Hình 5.12: Tấm vuông tựa đơn được gia cường một sườn ngang 

 

Kết quả của phần tử SQ4C được so sánh với các kết quả khác, cụ thể kết quả từ phần tử 

tam giác dựa trên CS-FEM-DSG3 của tác giả Nguyen-Thoi và cộng sự [48], phương 
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pháp ràng buộc trên cơ sở nguyên lý thế năng toàn phần cực tiểu của tác giả Rossow và 

cộng sự [136], trích xuất kết quả phần mềm Nastran từ tài liệu [136]. Chúng được thể 

hiện như Bảng 5.6 và Hình 5.13. 

 
Bảng 5.6: So sánh độ võng chuẩn hóa ngay chính giữa tấm 

Chia lưới 

Độ võng trung tâm 

Nguyen Thoi và cộng sự 

[48] 
Rossow [136] Nastran [136] SQ4C 

4×4 0.0198 - - 0.02016 

6×6 0.0216 - - 0.02171 

8×8 0.0223 0.0213 0.0232 0.02230 

10×10 0.0226 - - 0.02257 

12×12 0.0227 - - 0.02272 

14×14 - - - 0.02281 

 

 
Hình 5.13: Độ hội tụ của độ võng được chuẩn hóa 

 

5.4.3 Phân tích dao động tự do 

5.4.3.1 Tấm vuông 4 lớp [0o/90o/90o/0o] 

Tấm vuông [0o/90o/90o/0o] liên kết tựa đơn các cạnh được phân tích dao động dưới sự 

thay đổi giá trị của tỷ số E1/E2 hoặc a/h tương tự mục 4.4.2.1. Bảng 5.7 và Bảng 5.8 tiến 

hành so sánh tần số dao động tự do dạng đầu tiên được chuẩn hóa ( )* 2

2/ /= L h E    

dựa trên phần tử SQ4C với lưới chia 14 x 14 và các kết quả tham khảo khác dựa vào 
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phần tử MISQ24, phương pháp MLSDQ (moving least squares differential quadrature) hay 

RBF (radial basis function) hoặc từ nghiệm giải tích theo các lý thuyết phân tích khác 

nhau như đã giới thiệu cụ thể ở mục 4.4.2.1 của chương 4. Có thể nhắc lại ngắn gọn như 

sau: phần tử MISQ24 sử dụng lưới 14 x 14 với 196 phần tử, các phương pháp không lưới 

MLSDQ hay RBF sử dụng 121 nút rời rạc trên toàn miền. Ngoài ra Hình 5.14 thể hiện đồ 

thị so sánh giá trị tần số dao động chuẩn hóa dạng đầu tiên này ứng với a/h = 5, đồng thời 

sáu dạng dao động đầu tiên ứng với E1/E2 = 40, a/h = 5 cũng được mô tả ở Hình 5.15. 

 
Bảng 5.7: So sánh tần số dao động chuẩn hóa ứng với a/h=5 

Phần tử 
E1/E2    

10 20 30 40 

MISQ24 [5] 8.309 9.569 10.322 10.847 

 (0.132%) (0.021%) (-0.038%) (-0.064%) 

MLSDQ [104] 8.292 9.561 10.320 10.849 

 (-0.072%) (-0.062%) (-0.058%) (-0.046%) 

RBF [105] 8.310 9.580 10.349 10.864 

 (0.147%) (0.135%) (0.223%) (0.092%) 

SQ4C 8.308 9.567 10.320 10.843 

 (0.121%) (0%) (-0.058%) (-0.101%) 

Chính xác [5, 65, 107] 8.298 9.567 10.326 10.854 

 

 

  
(a) (b) 

Hình 5.14: (a) So sánh tần số dao động chuẩn hóa, (b) So sánh sai số tần số dao động  

chuẩn hóa tấm vuông [0o/90o/90o/0o] liên kết tựa đơn với a/h = 5 

 

Hình 5.14b cho thấy nghiệm của phần tử SQ4C phụ thuộc vào sự thay đổi tỷ số E1/E2, 

xấp xỉ với kết quả của phần tử MISQ24 cũng như phương pháp MLSDQ và tốt hơn kết 

quả của phương pháp RBF. 

 



 

 

 

 

 

87 

 

Bảng 5.8: So sánh tần số dao động chuẩn hóa ứng với E1/E2=40 

Phần tử / Lý thuyết 
a/h      

5 10 20 25 50 100 

MISQ24 [5]  10.847 15.165 17.719 18.138 18.753 18.918 

p-Ritz [109] 10.855 15.143 17.658 18.071 18.673 18.836 

RBF_pseudospectral [110] 10.807 15.100 17.633 18.049 18.658 18.822 

HSDT [116] 10.989 15.268 17.666 18.049 18.462 18.756 

HOIL [113] 10.673 15.066 17.535 18.054 18.670 18.835 

Local theory [111] 10.682 15.069 17.636 18.055 18.670 18.835 

Global theory [112] 10.687 15.072 17.636 18.055 18.670 18.835 

Global-Local [114] 10.729 15.165 17.803 18.240 18.902 19.156 

SQ4C 10.843 15.190 17.732 18.147 18.756 18.919 

 

  

Dạng 1 Dạng 2 

  
Dạng 3 Dạng 4 

 
 

Dạng 5 Dạng 6 

Hình 5.15: Sáu dạng dao động đầu tiên ứng với E1/E2 = 40 và a/h = 5 

 

5.4.3.2 Vỏ cầu 9 lớp [0o/90o/0o/90o/0o/90o/0o/90o/0o] 

Vỏ cầu [0o/90o/0o/90o/0o/90o/0o/90o/0o] ngàm các cạnh với thông số hình học R = 10, a 

= 1 và h = 0.01 tiếp tục được xem xét như Hình 5.11. Đặc trưng vật liệu E1=2.0685 x 

1011; E1/E2 = 40; G12 = G13 = 0.5E2; G23 = 0.6E2; µ12 = µ13 = µ23 = 0.25; ρ = 1605. Giá trị 

tần số dao động chuẩn hóa ( )* 2

2/ /a h E  =  tương ứng bốn dạng dao động đầu tiên 

được tính toán bởi 14 x 14 phần tử SQ4C, được trình bày và so sánh với các kết quả khác 

dựa vào phần tử 4 nút trơn biến dạng MISQ24 [5] tương ứng lưới chia 14 x 14 hay phần 
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tử vỏ suy biến 9 nút của nhóm tác giả Jayasankar và cộng sự [118] với lưới chia 15 x 15 

như thể hiện ở Bảng 5.9. Kết quả đạt được bởi phần tử SQ4C không sai số nhiều so với 

các phần tử còn lại trong Bảng 5.9. Bên cạnh đó, sáu dạng dao động đầu tiên của ¼ vỏ 

được thể hiện trên Hình 5.16.  

 

Bảng 5.9: So sánh tần số dao động chuẩn hóa 

Mô hình Dạng 1 Dạng 2 Dạng 3 Dạng 4 

Jayasankar và cộng sự [118] 67.43 84.16 99.71 113.70 

MISQ24 [5] 67.51 86.00 101.27 115.88 

SQ4C 67.79 85.21 100.89 116.04 

 

 

 
 

Dạng 1 Dạng 2 

 
 

Dạng 3 Dạng 4 

  

Dạng 5 Dạng 6 

Hình 5.16: Sáu dạng dao động đầu tiên của vỏ cầu ngàm các cạnh 

 

5.4.4 Phân tích ổn định 

5.4.4.1 Tấm vuông 4 lớp [0o/90o/90o/0o] tựa đơn chịu nén đơn trục 

Tấm vuông [0o/90o/90o/0o] tựa đơn được nghiên cứu ứng xử dưới tác dụng nén đơn 

trục trong mặt phẳng tấm như Hình 4.13 của chương 4. Đặc trưng vật liệu  E1/E2 = 3, 10, 

20, 30, 40; G12 = G13 = 0.6E2; G23 = 0.5E2; µ12 = µ13 = µ23 = 0.25, ρ = 1. Tỷ số a/h = 10.  
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Bảng 5.10: So sánh lực tới hạn chuẩn hóa khi a/h=10 

Mô hình 
E1/E2     

3 10 20 30 40 

MISQ24 [5] 5.352 9.878 15.214 19.577 23.236 

Liu và cộng sự [120] 5.401 9.985 15.374 19.537 23.154 

Reddy và cộng sự [116] 5.114 9.774 15.298 19.957 23.340 

Khdeir và cộng sự [107] 5.442 10.026 15.418 19.813 23.489 

Noor [121] 5.294 9.762 15.019 19.304 22.881 

SQ4C 5.357 9.899 15.268 19.668 23.366 

 

Lực tới hạn chuẩn hóa ( )* 2 3

2/= xP N a E h  được xác định trên cơ sở lưới chia 16 x 16 phần 

tử SQ4C và được so sánh với các kết quả khác như trình bày cụ thể trong mục 4.4.3.1 của 

chương 4 theo [5, 107, 108, 116, 120-122]. Có thể nhắc lại ngắn gọn như sau: tác giả 

Nguyen-Van dựa trên 256 phần tử tứ giác 4 nút trơn MISQ24, nhóm tác giả Liu và cộng 

sự sử dụng phương pháp không lưới với tổng cộng 441 nút rời rạc cho toàn miền, nhóm 

tác giả Reddy và cộng sự hoặc nhóm tác giả Khdeir và cộng sự với nghiệm giải tích dựa 

vào lý thuyết biến dạng cắt bậc cao HSDT hay kết quả nghiệm đàn hồi 3D của tác giả 

Noor. Bảng 5.10 mô tả kết quả so sánh khi thay đổi tỷ số E1/E2. Bên cạnh đó, khi thay đổi 

tỷ số a/h đồng thời lấy giá trị tỷ số E1/E2 = 40 cũng có kết quả so sánh như ở Bảng 5.11. 

 

Bảng 5.11: So sánh lực tới hạn chuẩn hóa khi E1/E2=40 

Mô hình 
a/h    

10 20 50 100 

MISQ24 [5]  23.236  31.747 35.561 36.190 

FSDT(a) [122] 23.409  31.625 35.254 35.851 

FSDT(b) [123] 23.471  31.707 35.356 35.955 

HSDT [116] 23.349  31.637 35.419 35.971 

SQ4C 23.366 31.727 35.485 36.105 

 

5.4.4.2 Vỏ trụ 5 lớp [0o/90o/0o/90o/0o] tựa đơn chịu tải nén đơn trục 

Một vỏ trụ panel [0o/90o/0o/90o/0o] tựa đơn trên bốn cạnh chịu tải nén đơn trục tiếp tục 

được xem xét ở đây như Hình 4.14 ở chương 4. Đặc trưng vật liệu E1/E2 = 40; G12 = G13 

= 0.6E2; G23 = 0.5E2; µ12 = µ13 = µ23 = 0.25, ρ = 1. Tỷ số hình học a/b = 1 và R/a = 20. 

Ảnh hưởng của tỷ số a/h lên giá trị lực tới hạn chuẩn hóa ( )* 2 3

2/= xP N a E h  được phân 

tích trên cơ sở lưới chia 16 x 16 phần tử SQ4C và tất cả kết quả được trình bày kết hợp so 

sánh với các kết quả khác trích xuất từ các tài liệu [5, 124-126] như đã giới thiệu cụ thể ở 

mục 4.4.3.2 và ở Bảng 5.12. Có thể nhắc lại ngắn gọn như sau: tác giả Nguyen-Van sử 
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dụng 256 phần tử tứ giác 4 nút bậc thấp MISQ24, tác giả Kumar và cộng sự sử dụng 100 

phần tử vỏ cong 8 nút đẳng tham số, tác giả Prusty và cộng sự cũng sử dụng 64 phần tử 

vỏ cong 8 nút khác và cuối cùng tác giả Sciuva cung cấp nghiệm giải tích trên cơ sở lý 

thuyết biến dạng cắt bậc nhất FSDT.   

 

Bảng 5.12: So sánh lực tới hạn chuẩn hóa khi thay đổi tỷ số a/h 

Mô hình 

 

a/h     

10 20 30 50 100 

MISQ24 [5] 23.97 31.91 34.08 35.33 35.89 

Kumar [124] 23.97  31.79  - 35.40 36.85 

Prusty [125] 23.96  31.89 33.98 36.84 35.39 

Sciuva [126]  24.19  31.91 34.04 35.42 36.86 

SQ4C 24.10 31.96 34.12 35.35 35.90 

 

5.4.4.3 Hệ kết cấu tấm & sườn ngang gia cường, vật liệu đẳng hướng và chịu tải 

nén đơn trục 

Tấm tựa đơn được gia cường sườn ngang đồng thời chịu tải nén đơn trục như Hình 

5.17. Các hệ số được sử dụng trong quá trình phân tích a / b = ; /stEI bD = , 

/stA ab = , 3 /12st stI b t= , ( )3 2/12 1D Eh = −  và 
st stA b t= . Kết quả lực tới hạn chuẩn hóa 

( )* 2 3

2/= xP N a E h  từ phần tử SQ4C dựa trên lưới chia 16 x 16 được đưa ra so sánh với 

kết quả giải tích của nhóm tác giả Timoshenko và cộng sự [64] như Bảng 5.13.  

 

a
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Hình 5.17: Tấm vuông tựa đơn gia cường sườn ngang chịu nén đơn trục 
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Bảng 5.13: So sánh lực tới hạn chuẩn hóa khi thay đổi giá trị  ,   và   

5 = ; 0.05 =  Timoshenko và cộng sự [64] SQ4C 

1 =  12.0 11.2 

2 =  8.2 8.7 

10 = ; 0.05 =  Timoshenko và cộng sự [64] SQ4C 

1 =  16.0 15.9 

2 =  10.3 11.4 

15 = ; 0.05 =  Timoshenko và cộng sự [64] SQ4C 

1 =  16.0 15.9 

2 =  12.5 13.6 

20 = ; 0.05 =  Timoshenko và cộng sự [64] SQ4C 

1 =  16.0 15.9 

2 =  14.7 14.5 

 

5.4.4.4 Hệ kết cấu tấm vuông & nst sườn ngang gia cường, vật liệu đẳng hướng và 

chịu tải nén đơn trục 

Khảo sát tấm vuông tựa đơn được gia cường nst sườn ngang cách đều với nst = 1, 2, 3, 

5 và 11 như Hình 5.18. Hệ số hình học 0.4 =  và 0.02 = . Các đặc trưng khác theo tài 

liệu [137]. Kết quả khảo sát về lực tới hạn được so sánh với các kết quả giải tích của tác 

giả Zhao như tham khảo trong [137] và được thể hiện ở Hình 5.19. Trong cả hai trường 

hợp có gia cường sườn hay không gia cường, kết quả thu được bởi phần tử SQ4C với 

lưới chia 12 x 12 đều xấp xỉ với kết quả của Zhao.  
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Hình 5.18: Tấm vuông tựa đơn được gia cường nst sườn ngang cách đều 
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Hình 5.19: Kết quả so sánh lực tới hạn 

 

5.5 Kết luận 

Phần tử SQ4C đã được thiết lập và sử dụng để phân tích tĩnh, dao động tự do và ổn 

định cho kết cấu dạng tấm/vỏ có hay không có sườn gia cường. Kết quả đạt được khi sử 

dụng phần tử SQ4C có thể chấp nhận được vì sai số không đáng kể giữa nó với các kết 

quả tham khảo đáng tin cậy khác. Phần tử SQ4C vốn dựa vào kỹ thuật trơn biến dạng trên 

miền con kết hợp kỹ thuật khử khóa cắt và khóa màng nên có thể áp dụng để phân tích 

các kết cấu phức tạp kể cả trong trường hợp chia lưới méo. Việc đánh giá sai số cụ thể 

hơn khi áp dụng phần tử SQ4C được tiến hành ở chương cuối của luận án này.  
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Chương 6 

PHẦN TỬ SQ4P 
 

6.1 Giới thiệu 

Trong chương này lần lượt trình bày công thức triển khai đa thức Chebyshev, xây 

dựng phần tử tứ giác SQ4P (Sort…Q4…Chebyshev Polynomial), kết quả tính toán số 

minh họa, so sánh và đánh giá. Cuối cùng là những kết luận thu được từ quá trình phân 

tích lời giải. 

6.2 Đa thức Chebyshev 

Đa thức Chebyshev loại 1, bậc p theo các tài liệu [31, 138, 139] được định nghĩa 

( ) ( )cos cosp pT x T p = =  (6.1) 

với 1 cos 1x −  =   và  

( ) ( )cos 1 2cos cos cos 1p p p   + = − −  (6.2) 

Từ các công thức (6.1) và (6.2) 

( ) ( ) ( )1 12 , 0,1,2...p p pT x xT x T x p+ −= − =  (6.3) 

Đa thức Chebyshev ( )pT x  với 2p   có giá trị bằng 0 tại các điểm ix  như dưới đây 

( ) ( )cos 2 1 / 2 , 1,2,3,... 0i p ix i p i T x= − − =  =    (6.4) 

Ý tưởng quan trọng nhất liên quan đến quá trình xấp xỉ của một hàm chưa xác định ( )f x  

dựa vào đa thức nội suy Lagrangian ( )x  thông qua những điểm đã biết ( )( ),k kx f x  liên 

quan đến đa thức Chebyshev như mô tả sau 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

0

và
p

i i k k

i

f x x a T x f x x 
−

=

 = =  (6.5) 

Trên đoạn [-1,1], đa thức Chebyshev có đặc tính trực giao nên các hệ số chưa biết ia  có 

thể được tính bằng 

( ) ( ) ( )2

1 1

/
p p

i k i k i k

k k

a f x T x T x
= =

=    (6.6) 

Từ các công thức (6.5) và (6.6) suy ra 
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1

2

1 0 1

/
p p p

i k i i j k

k i j

x T x T x T x f x
−

= = =

 
=  

 
   (6.7) 

Đặt ( )cos / 2x p = , công thức (6.7) trở thành 

( ) ( ) ( )
1

p
Che

k k

k

N f   
=

=   (6.8) 

Hàm dạng 1D là ( )Che

kN   được định nghĩa 

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )
1

2

0 1

cos / 2 cos / 2 / cos / 2
p p

Che

k i k i i j

i j

N T p T p T p      
−

= =

 
=  

 
   (6.9) 

với 

( ) ( )cos 2 1 / 2 / cos / 2 , 1,2,...,i i p p i p  = − − =    (6.10) 

Trong không gian 2D 

( )    , 1,1 1,1   −  −  (6.11) 

Hàm dạng liên quan đến nút ( ),i jI    trong không gian này được thiết lập hoàn toàn 

tương tự 

( ) ( ) ( ),Che Che Che

I i jN N N   =  (6.12) 

trong đó ( )Che

iN   là hàm dạng 1D bậc p1 ứng với tập  1,1  −  và ( )Che

jN   là hàm dạng 

1D bậc p2 ứng với tập  1,1  − . Hình 6.1 đề cập đến các hàm dạng 1D bậc 3, 4, 5 và 6 

liên quan đến đa thức Chebyshev. 

 

  
(a) (b) 
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(c) (d) 

Hình 6.1: Hàm dạng 1D a) bậc 3, b) bậc 4, c) bậc 5 và bậc 6) liên quan đến đa thức Chebyshev 

 

6.3    Xây dựng phần tử SQ4P 

Công thức phần tử hữu hạn liên quan đến đa thức Chebyshev được thiết lập trong mục 

này dùng cho phân tích kết cấu tấm/vỏ. Mặt trung hòa của kết cấu được chia thành ne 

phần tử tứ giác 4 nút với 5 bậc tự do cho mỗi nút như Hình 6.2.  

z, w

x, u

y, v

1

2

3

4

- x

 y

 
Hình 6.2: Chiều dương quy ước của các thành phần chuyển vị trong phần tử SQ4P 

 

Trên cơ sở lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất FSDT, trường chuyển vị được trình bày  

( ) ( )0, , ,yu x y z z u x y= +  

(6.13) ( ) ( )0, , ,xv x y z z v x y= − +

 
( ) ( )0, , ,w x y z w x y=

 
với 

ou , ov , 
ow  là ba thành phần chuyển vị thẳng của một điểm nằm trên mặt trung hòa và 

x  và y  là các chuyển vị xoay quanh trục x và trục y như minh họa ở Hình 6.2. 
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(−) ()

(−−) (−)

(    )i j

 
Hình 6.3: Phần tử SQ4P trong hệ tọa độ tự nhiên tương ứng p1=p2=3 

 

Véc-tơ biến dạng trong mặt phẳng và véc-tơ biến dạng cắt ngang được thể hiện 

,

,

, ,

0,

0,

0, 0,

bm

y x

x y

y y x x

xx x

yy y m b

xy y x

u

v z z

u v





 







−

−

     
     

= = + = +     
     +     



    

(6.14) 

0,

0,

y x

x y

xz

s

yz

w

w









+

− +

   
= =   

  


 

Các công thức (4.13÷4.15) trong chương 4 tiếp tục được sử dụng cho chương này khi 

khảo sát vật liệu phân cấp chức năng. Cụ thể hơn, quan hệ ứng suất - biến dạng được mô 

tả 

11 12

21 22

66

55

44

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

xx xx

yy yy

xy xy

xz xz

yz yz

Q Q

Q Q

Q

Q

Q

 

 

 

 

 

    
    
       

 =   
    
    
        

 (6.15) 

với các hằng số vật liệu 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

11 22 12 21

44 55 66

/ 1 , / 1 ,

/ 2 1

Q Q E z z Q Q z E z z

Q Q Q E z z

  



   = = − = = −   

= = = +  

 (6.16) 

Do đó các ma trận A, B, D và C được xác định như dưới đây 

( ) ( )
11 12

/2
2

21 22
/2

66

0

, , 1, , 0 d ,

0 0

h

h

Q Q

z z Q Q z

Q
−

 
 

=
 
  

A B D  

(6.17) 

Nút thêm vào 
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/2
55

/2
44

0
d

0

h

s
h

Q
k z

Q−

 
=  

 
C  

Mặt khác, liên quan đến việc áp dụng đa thức Chebyshev, thành phần biến dạng màng 

của phần tử SQ4P được xác định thông qua 4 nút góc của phần tử và [(p1+1)(p2+1)-4] nút 

ảo được thêm vào tương tự Hình 6.3 và viết theo công thức sau  

( ) ( )m C m C e=x B x q
 

(6.18) 

trong đó 

( )

( )( )

( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

1 2

1 2

1 2 1 2
1 2

1 1 1

1 1 1

1 1 1 1 1 1
3 5 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

Che Che

,x p p ,x

Che Che

m C ,y p p ,y

Che Che Che Che

,y ,x p p ,y p p ,x
p p

N ... N

N ... N

N N ... N N

+ +

+ +

+ + + +
  + +

=

 
 
 
 
 

B x
 

(6.19) 

( )( )( )1 1 11 2i .. p p

T

e i i i xi yiu v w  
= + +

 =  q  

Thành phần biến dạng uốn của phần tử xác định tương tự 

( ) ( )b C b C e=x B x q
 

 (6.20) 

với 

( )

( )( )

( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

1 2

1 2

1 2 1 2
1 2

1 1 1

1 1 1

1 1 1 1 1 1
3 5 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

Che Che

,x p p ,x

Che Che

b C ,y p p ,y

Che Che Che Che

,y ,x p p ,y p p ,x
p p

N ... N

N ... N

N N ... N N

+ +

+ +

+ + + +
  + +

=

 
 
 
 
 

B x
 (6.21) 

Biến dạng cắt ngang từ đó cũng được thiết lập 

( ) ( )s C s C e=x B x q
 

(6.22) 

với 

( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

1 2 1 2

1 2 1 2
1 2

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
2 5 1 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

s C

Che Che Che Che

,x p p ,x p p

Che Che Che Che

,y p p ,y p p
p p

N N ... N N

N N ... N N

+ + + +

+ + + +
  + +

=

 
 
  

B x

 
  (6.23) 

Ma trận độ cứng tổng của phần tử  

d d d d dT T T T T

m m m b b m b b s s

    

 +  +  +  +     K = B AB B BB B BB B DB B CB
 (6.24) 

Véc-tơ lực nút phần tử  

( ) d
T

Che



F = N p
 (6.25) 

Ma trận khối lượng của phần tử  
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( ) ( )d
T

Che Che



= M N m N
 

(6.26) 

( )
2

22

2

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

= d0 0 1 0 0

0 0 0 12 0

0 0 0 0 12

h /

i

h /

z h z

h /

h /


−

 
 
 
 
 
 
  

m ,     ( )( )1 21 1 1i .. p p= + +  

Ma trận độ cứng hình học của phần tử 

0 dT

g g g



= K B B
 (6.27) 

0 0

0 0 0

x xy

xy y

 

 

 
=  

  

 ,  3
0

3

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0
12

0 0 0 0
12

o

o

o

i

o

o

h

h

h

h

h

 
 
 
 
 =
 
 
 
 
  












, 

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

Che

i,x

Che

i,y

Che

i,x

Che

i,y

Che

i,x

gi Che

i,y

Che

i,x

Che

i,y

Che

i,x

Che

i,y

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

 
 
 
 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 
 
 
 

B ,    ( )( )1 21 1 1i .. p p= + +  

(6.28) 

Đối với kết cấu dạng vỏ, thành phần chuyển vị xoay trong mặt phẳng phần tử được 

thêm vào các ma trận địa phương của phần tử. Các giá trị ảo của độ cứng tương ứng với 

thành phần chuyển vị xoay này được gắn các giá trị xấp xỉ, thường là 10-3 lần giá trị lớn 

nhất trên đường chéo chính của ma trận độ cứng phần tử. Trong phạm vi luận án này, luật 

cầu phương Gauss đủ được thực hiện nên số điểm Gauss sử dụng cho mỗi phần tử là 

(p1+1)(p2+1) và tổng số bậc tự do tương ứng cho mỗi phần tử là 5(p1+1)(p2+1), hiển nhiên 

là 6(p1+1)(p2+1) cho vỏ. 
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6.4 Kết quả số 

6.4.1 Kiểm chứng 

6.4.1.1 Tấm vuông đẳng hướng chịu tải phân bố đều 

Khảo sát tấm vuông liên kết tựa đơn (SSSS) và liên kết ngàm (CCCC) đẳng hướng 

chịu tải phân bố đều q. Hằng số mô đun Young E = 1.092 MPa và hệ số Poisson µ = 0.3. 

Độ võng ngay chính giữa tấm được chuẩn hóa theo công thức 

* 3 4 2(100 ) / [12 (1 )]centralw Eh w qa = − . Bảng 6.1 thể hiện giá trị độ võng chuẩn hóa khi thay 

đổi bậc p1 và p2. 

 
Bảng 6.1: Khảo sát độ võng chuẩn hóa chính giữa tấm vuông khi thay đổi bậc p1 & p2  

p1 = p2 
CCCC,  a/h = 100 

8x8 12x12 16x16 20x20 

1 0.0037 0.0078 0.0132 0.0195 

2 0.1205 0.1243 0.1255 0.1261 

3 0.1267 0.1267 0.1267 0.1267 

4 0.1267 0.1267 0.1267 0.1267 

5 0.1267 0.1267 0.1267 0.1267 

p1 = p2 
SSSS,  a/h = 100 

8x8 12x12 16x16 20x20 

1 0.0173 0.0369 0.0613 0.0883 

2 0.4047 0.4058 0.4061 0.4063 

3 0.4064 0.4064 0.4064 0.4064 

4 0.4064 0.4064 0.4064 0.4064 

5 0.4064 0.4064 0.4064 0.4064 

p1 = p2 
CCCC,  a/h = 10 

8x8 12x12 16x16 20x20 

1 0.1152 0.1322 0.1395 0.1433 

2 0.1499 0.1503 0.1504 0.1504 

3 0.1504 0.1504 0.1504 0.1504 

4 0.1504 0.1504 0.1504 0.1504 

5 0.1504 0.1504 0.1504 0.1504 

p1 = p2 
SSSS,  a/h = 10 

8x8 12x12 16x16 20x20 

1 0.3509 0.3896 0.4052 0.4129 

2 0.4271 0.4272 0.4273 0.4273 

3 0.4273 0.4273 0.4273 0.4273 

4 0.4273 0.4273 0.4273 0.4273 

5 0.4273 0.4273 0.4273 0.4273 

 

Dựa vào Bảng 6.1, chọn p1 = p2 = 3 cho các phân tích tiếp theo. Trên cơ sở thay đổi tỷ 

số giữa chiều dài với chiều dày tấm a/h = 10, 100, 1000 và 10000, tốc độ hội tụ của kết 

quả được thể hiện thông qua Hình 6.4a và Hình 6.4b. 
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(a) SSSS (b) CCCC 

Hình 6.4: Đường cong hội tụ của chuyển vị chuẩn hóa ngay giữa tấm liên kết a) tựa đơn và b) 

ngàm 

 
Bảng 6.2: Độ võng chuẩn hóa chính giữa tấm vuông với cả hai trường hợp liên kết tựa đơn và 

ngàm 

*w  

CCCC 

a/h = 10 a/h = 100 a/h = 1000 a/h = 10000 a/h = 100000 

0.150461 0.126781 0.126530 0.126527 0.126527 

SSSS 

a/h = 10 a/h = 100 a/h = 1000 a/h = 10000 a/h = 100000 

0.427284 0.406451 0.406244 0.406242 0.406234 

 

  
(a) (b) 

Hình 6.5: Sự hội tụ của chuyển vị chuẩn hóa ngay giữa tấm liên kết a) tựa đơn và b) ngàm ứng 

với giá trị a/h biến đổi từ 10 đến 100000 

 

Bên cạnh đó, Bảng 6.2, Hình 6.5a và Hình 6.5b cũng trình bày sự hội tụ của độ võng 

chuẩn hóa chính giữa tấm vuông giữa kết quả thu được bởi phần tử SQ4P khi chia lưới 
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10 x 10 và nghiệm chính xác trích xuất từ [140] của tác giả Taylor và cộng sự trên cơ sở 

khảo sát sự thay đổi tỷ số a/h từ 10 đến 100000 đối với cả hai trường hợp liên kết tựa đơn 

và ngàm. 

Ngoài ra, ứng suất chuẩn hóa ( )* 2 2/=x x oh q a   tại điểm (a/2, a/2, h/2) của tấm cũng 

được tính toán dựa vào phần tử SQ4P và được so sánh với nghiệm chính xác được trích 

xuất từ các tài liệu [16, 140] của tác giả Nguyen-Thoi và cộng sự hoặc tác giả Taylor và 

cộng sự như trình bày ở Bảng 6.3 và Hình 6.6.  

 

Bảng 6.3: So sánh ứng suất chuẩn hóa *

x  tại điểm (a/2, a/2, h/2) của tấm 

a/h 
Chia lưới Chính  xác 

[16, 140] 4 x 4 8 x 8 10 x 10 12 x 12 16 x 16 

CCCC 

10 0.10780 0.13196 0.13461 0.13603 0.13743 0.13860 

1000 0.10510 0.13015 0.13283 0.13426 0.13566 0.13746 

SSSS 

10 0.26382 0.28174 0.28377 0.28486 0.28594 0.28734 

1000 0.26290 0.28156 0.28366 0.28479 0.28590 0.28734 

   

  
(a)  a/h = 10 (b)  a/h = 1000 

Hình 6.6: Sự hội tụ của ứng suất chuẩn hóa *

x  tại điểm (a/2, a/2, h/2) 

của tấm ứng với a/h = 10 và 1000 

 

6.4.1.2 Vỏ bán cầu đẳng hướng có khoét lỗ 18o chịu lực tập trung 

Vỏ bán cầu có khoét lỗ được phân tích tiếp theo với các thông số hình học, lực tập 

trung P = 2 cũng như vị trí đặt lực như Hình 6.7. Cụ thể thêm R = 10, chiều dày vỏ h = 

0.04, mô đun Young E = 6.825107, hệ số Poisson µ = 0.3. Bảng 6.4 trình bày các kết 

quả chuyển vị hướng tâm tại nút A thông qua phần tử SQ4P với các lưới chia 8 x 8, 12 x 
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12, 16 x 16 và 20 x 20. Kết quả thu được hội tụ đến kết quả mô phỏng bởi phần mềm 

Ansys dựa trên phần tử vỏ 4 nút Shell63 với bậc tự do xoay trong mặt phẳng phần tử.  

A B

C D

18
o

A B

C D

(F)

(F)

sy
m

z

yx

sy
m

P P

PP

P P

PP

 

  
Hình 6.7: Vỏ bán cầu có khoét lỗ 18o và biến dạng sau khi chịu lực 

 
Bảng 6.4: Giá trị chuyển vị hướng tâm tại điểm A (m) của vỏ bán cầu có khoét lỗ 

Chia lưới SQ4P Ansys 

8x8 0.06573 0.09400 

(10000 elements 

61206 dofs) 

 

12x12 0.08579 

16x16 0.09137 

                     20x20 (22326 dofs) 0.09385 

   

6.4.1.3 Nửa vỏ yên ngựa đẳng hướng chịu lực tập trung 

Tiếp theo kết cấu một nửa vỏ yên ngựa chịu liên kết và tải trọng như Hình 6.8. Phương 

trình biểu diễn dạng hình học cho vỏ này  

2 2 , , , 0,
2 2 2

L L L
z x y x y

   
= −  −    

   
 (5.40) 

  Một vài thông số khác được giới thiệu như chiều dài L = 1, chiều dày vỏ h = 0.001, mô 

đun Young E = 21011, hệ số Poisson µ = 0.3 và giá trị tải trọng P = 1. 

Tương tự vỏ bán cầu khoét lỗ 18o ở trên, Bảng 6.5 trình bày các kết quả chuyển vị đứng 

tại điểm A thông qua phần tử SQ4P với các lưới chia 12 x 6, 16 x 8, 20 x 10 và 24 x 12. 

Kết quả thu được hội tụ đến kết quả thu được khi mô phỏng bằng phần mềm Ansys dựa 
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trên phần tử vỏ 4 nút Shell63. Tổng số bậc tự do của phần tử SQ4P ứng với lưới chia 24 x 

12 là 16206 dofs trong khi của Ansys với phần tử Shell63 là 60066 dofs như Bảng 6.5. 

 

A

B

C

D

x

z

L
L/2

L/4

y

P

(F)

(F)

(F)

(C)

 

 

Hình 6.8: Kết cấu nửa vỏ yên ngựa và biến dạng sau khi chịu lực 

 
Bảng 6.5: Giá trị chuyển vị đứng tại điểm A (m) của vỏ nửa yên ngựa 

Chia lưới SQ4P Ansys 

12x6 0.00649 
0.01049 

(9800 elements 

60066 dofs) 

16x8 0.00862 

20x10 0.00981 

                     24x12 (16206 dofs) 0.01037 

 

6.4.2 Phân tích uốn tĩnh 

Tấm vuông tựa đơn (SSSS) FGP gia cường bởi GPLs và chịu tải phân bố hình sin 

được xem xét trong mục này. Kích thước hình học của tấm a = b = 1 m, độ dày h = 0.05 

m. Đặc trưng vật liệu trình bày trong Bảng 6.6. Cụ thể, tải trọng phân bố theo quy luật 

( ) ( )sin / sin /oq q x a y b =  với 510 Paoq = . Độ võng chính giữa tấm được chuẩn hóa theo 

công thức * /= centralw w h . Kết quả thu được của phần tử SQ4P với lưới chia 6 x 6 trên toàn 

miền cho thấy sự xấp xỉ với kết quả tham khảo đưa ra bởi tác giả Nguyen-Xuan và cộng 

sự [79] dựa vào 648 phần tử đa giác cho vật liệu tổ hợp (GPL-S & P-S) như thể hiện 

trong Bảng 6.7. 

Bảng 6.6: Đặc trưng vật liệu FGP-GPLs 

130 GPamE =  1.01 TPaGPLE =  

0.34m =  0.186GPL =  

38960 kg / mm =  
31062.5 kg / mGPL =  

2.5 m, 1.5 m, 1.5 nmGPL GPL GPLl w t=  =  =  



 

 

 

 

 

104 

 

Thay đổi vật liệu tổ hợp từ (P-S & GPL-S) sang các tổ hợp khác như (P-S & GPL-A), 

(P-S & GPL-U), (P-A & GPL-S), (P-A & GPL-A) và (P-A & GPL-U), kết quả độ võng 

chuẩn hóa ứng với các giá trị khác nhau của hệ số xốp e0 cũng như của ( )( ) .%GPLWF wt  

được trình bày ở Bảng 6.8. 

Bảng 6.7: Giá trị *w của tấm FGP-GPLs tựa đơn (SSSS) ứng với tổ hợp GPL-S & P-S 

P-S & GPL-S 

( )( ) .%GPLWF wt  e0 = 0.0 e0 = 0.1 e0 = 0.2 e0 = 0.3 e0 = 0.4 e0 = 0.5 e0 = 0.6 

1.0 
[79] 1.7983 - 1.9537 - 2.1413 - 2.3767 

SQ4P 1.7977 1.8717 1.9523 2.0406 2.1383 2.2474 2.3707 

0.75 
[79] - - - - - - - 

SQ4P 2.0205 2.1035 2.1938 2.2926 2.4016 2.5228 2.6592 

0.5 
[79] - - - - - - - 

SQ4P 2.3206 2.4158 2.5190 2.6317 2.7554 2.8923 3.0455 

0.25 
[79] - - - - - - - 

SQ4P 2.7473 2.8595 2.9808 3.1125 3.2564 3.4146 3.5900 

0.0 
[79] 3.3979 - 3.6841 - 4.0181 - 4.4149 

SQ4P 3.4023 3.5400 3.6882 3.8481 4.0212 4.2094 4.4149 

  

Bảng 6.8: Giá trị *w của tấm FGP-GPLs tựa đơn (SSSS) ứng với nhiều loại tổ hợp 

P-S & GPL-A 

( )( ) .%GPLWF wt  e0 = 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 

1.0 2.3115 2.4080 2.5126 2.6264 2.7510 2.8882 3.0404 

0.75 2.4716 2.5736 2.6839 2.8037 2.9344 3.0779 3.2365 

0.5 2.6803 2.7897 2.9078 3.0358 3.1750 3.3273 3.4950 

0.25 2.9923 3.1132 3.2432 3.3836 3.5356 3.7008 3.8813 

0.0 3.4023 3.5400 3.6882 3.8481 4.0212 4.2094 4.4149 

P-S & GPL-U 

( )( ) .%GPLWF wt  e0 = 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 

1.0 2.2435 2.3336 2.4306 2.5353 2.6488 2.7721 2.9069 

0.75 2.4390 2.5372 2.6428 2.7568 2.8803 3.0146 3.1613 

0.5 2.6720 2.7802 2.9065 3.0321 3.1681 3.3160 3.4775 

0.25 2.9685 3.0887 3.2183 3.3583 3.5102 3.6758 3.8573 

0.0 3.4023 3.5400 3.6882 3.8481 4.0212 4.2094 4.4149 

P-A & GPL-S 

( )( ) .%GPLWF wt  e0 = 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 

1.0 1.7977 1.9173 2.0592 2.2313 2.4466 2.7263 3.1100 

0.75 2.0205 2.1552 2.3148 2.5081 2.7492 3.0618 3.4890 

0.5 2.3206 2.4758 2.6591 2.8806 3.1563 3.5126 3.9975 

0.25 2.7473 2.9314 3.1483 3.4097 3.7339 4.1512 4.7162 

0.0 3.4023 3.6305 3.8988 4.2209 4.6185 5.1274 5.8119 

P-A & GPL-A 

( )( ) .%GPLWF wt  e0 = 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 

1.0 2.3115 2.4814 2.6830 2.9273 3.2315 3.6238 4.1537 

0.75 2.4716 2.6509 2.8635 3.1209 3.4411 3.8538 4.4113 

0.5 2.6803 2.8714 3.0977 3.3711 3.7109 4.1483 4.7388 
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0.25 2.9923 3.1926 3.4281 3.7131 4.0776 4.5459 5.1775 

0.0 3.4023 3.6305 3.8988 4.2209 4.6185 5.1274 5.8119 

P-A & GPL-U 

( )( ) .%GPLWF wt  e0 = 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 

1.0 2.2435 2.3929 2.5685 2.7794 3.0399 3.3733 3.8218 

0.75 2.4390 2.6017 2.7929 3.0226 3.3061 3.6692 4.1575 

0.5 2.6720 2.8612 3.0719 3.3248 3.6372 4.0370 4.5748 

0.25 2.9685 3.1751 3.4190 3.7108 4.0599 4.5067 5.1077 

0.0 3.4023 3.6305 3.8988 4.2209 4.6185 5.1274 5.8119 

 

Hình 6.9 và Hình 6.10 mô tả ảnh hưởng của phần trọng lượng GPL và hệ số xốp e0 lên độ 

võng chuẩn hóa tại điểm chính giữa của tấm vuông FGP-GPLs cho hai nhóm vật liệu tổ 

hợp (P-S & GPL-S, P-S & GPL-A, P-S & GPL -U) và (P-A & GPL-S, P-A & GPL-A, P-

A & GPL-U) tương ứng. Có thể thấy rằng độ võng này tăng dần khi tăng hệ số xốp e0. 

Nhận xét trên có thể được diễn giải bởi sự xuất hiện của các lỗ rỗng bên trong kết cấu với 

mật độ cao hơn và kích thước lớn hơn dẫn đến giảm độ cứng của tấm.  

 

  
(a) GPL-S (b) GPL-A 

 
(c) GPL-U 

Hình 6.9: Ảnh hưởng của e0 và ( )( ) .%GPLWF wt lên độ võng của tấm FGP-GPLs với phân bố P-S 
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(a) GPL-S (b) GPL-A 

 
(c) GPL-U 

Hình 6.10: Ảnh hưởng của e0 và ( )( ) .%GPLWF wt lên độ võng của tấm FGP-GPLs với phân bố P-A 

 

6.4.3 Phân tích dao động tự do 

Tấm vuông FGP-GPLs tựa đơn (SSSS) hoặc ngàm (CCCC) với chiều dày h và chiều 

dài a = b được xem xét. Đặc trưng vật liệu cho tấm như ở Bảng 6.6. Tần số dao động 

được chuẩn hóa bởi công thức ( )* 21 /vib m m ma E   = − . Bảng 6.9 trình bày ảnh hưởng 

của tỷ số a/h lên tần số dao động chuẩn hóa mode 1 của tấm FGP-GPLs tựa đơn (SSSS) 

hoặc ngàm (CCCC) với ( ) 1.0 .%GPLWF wt=  và e0 = 0.5. Kết quả thu được dựa trên lưới chia 

6 x 6 phần tử SQ4P xấp xỉ tốt với các kết quả tham khảo khác từ phương pháp IGA kết 

hợp lý thuyết biến dạng cắt bậc cao ba biến [141] với 225 điểm điều khiển đến phương 

pháp Ritz của nhóm tác giả Yang và cộng sự [142] dựa trên số lượng 8 x 8 đa thức 

Chebyshev sử dụng trong hàm thử 2D.  
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Ảnh hưởng của hệ số xốp e0 lên tần số dao động chuẩn hóa mode 1 cũng được tính toán 

và thể hiện ở Bảng 6.10. 

 
Bảng 6.9: So sánh tần số dao động chuẩn hóa mode 1 cho tấm FGP-GPLs 

a/h 
P-S P-A 

GPL-S GPL-A GPL-U GPL-S GPL-A GPL-U 

CCCC 

20 

[141] 0.6940 0.6191 0.6318 0.6394 0.5681 0.5767 

[142] 0.7022 - 0.6366 0.6456 - 0.5814 

SQ4P 0.7042 0.6241 0.6366 0.6420 0.5598 0.5795 

30 

[141] 0.4767 0.4220 0.4307 0.4365 0.3854 0.3912 

[142] 0.4783 - 0.4324 0.4387 - 0.3938 

SQ4P 0.4796 0.4235 0.4323 0.4359 0.3786 0.3923 

40 

[141] 0.3615 0.3191 0.3257 0.3302 0.2908 0.2953 

[142] 0.3616 - 0.3265 0.3313 - 0.2971 

SQ4P 0.3625 0.3197 0.3264 0.3291 0.2854 0.2959 

50 

[141] 0.2907 0.2562 0.2616 0.2653 0.2333 0.2369 

[142] 0.2904 - 0.2620 0.2659 - 0.2383 

SQ4P 0.2911 0.2566 0.2619 0.2641 0.2289 0.2373 

SSSS 

20 

[141] 0.3958 0.3497 0.3570 0.3620 0.3188 0.3238 

[142] 0.3958 - 0.3574 0.3627 - 0.3252 

SQ4P 0.3969 0.3506 0.3573 0.3680 0.3272 0.3296 

30 

[141] 0.2663 0.2346 0.2396 0.2430 0.2136 0.2169 

[142] 0.2657 - 0.2397 0.2433 - 0.2179 

SQ4P 0.2664 0.2318 0.2396 0.2468 0.2160 0.2208 

40 

[141] 0.2004 0.1764 0.1801 0.1827 0.1605 0.1629 

[142] 0.1997 - 0.1801 0.1828 - 0.1637 

SQ4P 0.2002 0.1717 0.1801 0.1855 0.1598 0.1659 

50 

[141] 0.1606 0.1413 0.1442 0.1463 0.1285 0.1304 

[142] 0.1600 - 0.1442 0.1464 - 0.1311 

SQ4P 0.1604 0.1355 0.1442 0.1485 0.1259 0.1328 

 

 
Bảng 6.10: Ảnh hưởng của e0 lên tần số dao động chuẩn hóa mode 1 của tấm vuông FGP-GPLs 

tựa đơn (SSSS) với ( ) 1.0 .%GPLWF wt=  và a/h = 20   

e0 
P-S P-A P-U 

GPLS GPLA GPLU GPLS GPLA GPLU GPLS GPLA GPLU 

0.1 
[141] 0.7062 0.6286 0.6386 0.6986 0.6199 0.6312 0.6973 0.6205 0.6299 

SQ4P 0.7128 0.6315 0.6412 0.7047 0.6225 0.6335 0.7029 0.6227 0.6319 

0.2 
[141] 0.7028 0.6256 0.6361 0.6861 0.6068 0.6201 0.6840 0.6085 0.6177 

SQ4P 0.7100 0.6288 0.6390 0.6921 0.6094 0.6224 0.6892 0.6104 0.6194 

0.3 
[141] 0.6995 0.6229 0.6340 0.6721 0.5924 0.6077 0.6701 0.5959 0.6049 

SQ4P 0.7075 0.6266 0.6374 0.6778 0.5949 0.6099 0.6747 0.5974 0.6062 

0.4 
[141] 0.6966 0.6207 0.6325 0.6561 0.5763 0.5938 0.6553 0.5825 0.5913 

SQ4P 0.7055 0.6250 0.6365 0.6614 0.5786 0.5959 0.6593 0.5836 0.5922 

0.5 
[141] 0.6940 0.6191 0.6318 0.6372 0.5578 0.5777 0.6394 0.5681 0.5767 

SQ4P 0.7042 0.6241 0.6364 0.6420 0.5598 0.5795 0.6427 0.5688 0.5771 
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Hình 6.11a và Hình 6.11b chỉ ra sự hội tụ của kết quả dựa vào phần tử SQ4P và kết quả 

dựa vào IGA kết hợp lý thuyết biến dạng cắt bậc cao ba biến của nhóm tác giả Nguyen-

Xuan và cộng sự [141] cho mọi loại tổ hợp vật liệu. 

 

  
(a) (b) 

Hình 6.11: Ảnh hưởng của e0 lên tần số dao động chuẩn hóa mode 1 của tấm FGP-GPLs với a) 

P-S và b) P-A 

 

6.4.4 Phân tích ổn định 

6.4.4.1 Khảo sát ảnh hưởng của tỷ số a/h đến sự ổn định của tấm vuông FGP-

GPLs dưới tác dụng tải đơn trục hay đa trục 

Tấm vuông FGP-GPLs như mục 6.4.2 được xem xét lại ở đây. Lực tới hạn được chuẩn 

hóa bởi công thức ( ) ( )* 21 /cr m mP P hE= − . Bảng 6.11 và Bảng 6.12 trình bày ảnh hưởng 

của tỷ số a/h lên giá trị chuẩn hóa này. Kết quả từ SQ4P với lưới chia 6 x 6 được so sánh 

với kết quả tham khảo dựa vào IGA và lý thuyết biến dạng cắt bậc cao ba biến [141] dựa 

trên 15 x 15 điểm điều khiển cũng như kết quả tham khảo dựa vào phương pháp Ritz 

[142] dựa vào số lượng 8 x 8 đa thức Chebyshev sử dụng trong hàm thử 2D. Hình 6.12a 

và Hình 6.12b thể hiện sự xấp xỉ của kết quả từ SQ4P và xác lập độ tin cậy khi sử dụng 

phần tử SQ4P để phân tích kết cấu tấm/vỏ. 
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Bảng 6.11: Ảnh hưởng của a/h lên lực tới hạn đơn trục chuẩn hóa của tấm vuông FGP-GPLs với 

( )( ) 1.0 .%GPLWF wt= và e0 = 0.5 

a/h 
P-S P-U 

GPL-S GPL-A GPL-U GPL-S GPL-A GPL-U 

CCCC 

20 

[141] 0.02840 0.02274 0.02369 0.02414 0.01911 0.01970 

[142] 0.02899 - 0.02384 0.02452 - 0.01990 

SQ4P 0.02896 0.02275 0.02368 0.02431 0.01905 0.01961 

30 

[141] 0.01338 0.01051 0.01095 0.01121 0.00875 0.00901 

[142] 0.01343 - 0.01098 0.01130 - 0.00911 

SQ4P 0.01348 0.01055 0.01100 0.01121 0.00872 0.00898 

40 

[141] 0.00769 0.00600 0.00625 0.00640 0.00497 0.00512 

[142] 0.00767 - 0.00625 0.00644 - 0.00518 

SQ4P 0.00771 0.00601 0.00627 0.00639 0.00496 0.00511 

50 

[141] 0.00497 0.00386 0.00403 0.00413 0.00320 0.00330 

[142] 0.00494 - 0.00403 0.00415 - 0.00333 

SQ4P 0.00498 0.00387 0.00403 0.00411 0.00319 0.00328 

SSSS 

20 

[141] 0.01219 0.00952 0.00993 0.01017 0.00790 0.00814 

[142] 0.01217 - 0.00992 0.01022 - 0.00822 

SQ4P 0.01221 0.00910 0.00992 0.01012 0.00809 0.00827 

30 

[141] 0.00551 0.00428 0.00446 0.00457 0.00354 0.00364 

[142] 0.00547 - 0.00445 0.00459 - 0.00368 

SQ4P 0.00550 0.00424 0.00445 0.00454 0.00351 0.00362 

40 

[141] 0.00312 0.00242 0.00252 0.00258 0.00199 0.00206 

[142] 0.00309 - 0.00251 0.00259 - 0.00208 

SQ4P 0.00311 0.00246 0.00251 0.00256 0.00205 0.00209 

50 

[141] 0.00200 0.00155 0.00161 0.00166 0.00128 0.00132 

[142] 0.00198 - 0.00161 0.00166 - 0.00133 

SQ4P 0.00199 0.00157 0.00161 0.00164 0.00124 0.00131 

   

Bảng 6.12: Ảnh hưởng của a/h lên lực tới hạn đa trục chuẩn hóa của tấm vuông FGP-GPLs với 

( )( ) 1.0 .%GPLWF wt= và e0 = 0.5 

a/h 
P-S P-A 

GPL-S GPL-A GPL-U GPL-S GPL-A GPL-U 

CCCC 

20 
[141] 0.01528 0.01216 0.01266 0.01285 0.00983 0.01055 

SQ4P 0.01548 0.01218 0.01269 0.01289 0.00976 0.01049 

50 
[141] 0.00263 0.00204 0.00212 0.00217 0.00163 0.00175 

SQ4P 0.00263 0.00204 0.00212 0.00216 0.00162 0.00175 

SSSS 

20 
 [141] 0.00609 0.00476 0.00496 0.00506 0.00381 0.00409 

SQ4P 0.00612 0.00465 0.00496 0.00524 0.00401 0.00421 

50 
[141] 0.00100 0.00077 0.00081 0.00082 0.00062 0.00066 

SQ4P 0.00100 0.00078 0.00081 0.00085 0.00064 0.00068 
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(a) CCCC (b)  SSSS 

Hình 6.12:  So sánh lực tới hạn đơn trục chuẩn hóa của tấm vuông FGP-GPLs với 

( )( ) 1.0 .%GPLWF wt= và e0 = 0.5 

  

6.4.4.2 Khảo sát ảnh hưởng của hệ số xốp e0 đến sự ổn định của tấm vuông FGP-

GPLs dưới tác dụng tải đơn trục hay đa trục 

 
Bảng 6.13: Ảnh hưởng của e0 lên lực tới hạn chuẩn hóa của tấm vuông FGP-GPLs với 

( )( ) 1.0 .%GPLWF wt= và a/h = 0.5 

e0 
P-S P-A 

GPL-S GPL-A GPL-U GPL-S GPL-A GPL-U 

Đơn trục, CCCC 

0.1 
[141] 0.03476 0.02763 0.02851 0.03401 0.02687 0.02786 

SQ4P 0.03494 0.02765 0.02852 0.03441 0.02686 0.02784 

0.3 
[141] 0.03165 0.02521 0.02612 0.02925 0.02280 0.02399 

SQ4P 0.03198 0.02530 0.02619 0.02959 0.02279 0.02397 

0.5 
[141] 0.02840 0.02274 0.02369 0.02401 0.01846 0.01981 

SQ4P 0.02896 0.02275 0.02368 0.02424 0.01843 0.01977 

Đa trục, CCCC 

0.1 
[141] 0.01863 0.01473 0.01520 0.01822 0.01431 0.01484 

SQ4P 0.01874 0.01467 0.01514 0.01831 0.01425 0.01477 

0.3 
[141] 0.01699 0.01345 0.01394 0.01566 0.01214 0.01278 

SQ4P 0.01708 0.01343 0.01391 0.01574 0.01209 0.01272 

0.5 
[141] 0.01528 0.01216 0.01266 0.01285 0.00983 0.01055 

SQ4P 0.01548 0.01218 0.01269 0.01289 0.00976 0.01049 

 

Khi xét đến ảnh hưởng của e0 lên lực tới hạn đơn trục hay đa trục chuẩn hóa cho tấm 

FGP-GPLs, Bảng 6.13 và Hình 6.13 cũng cho thấy sự hội tụ tốt giữa kết quả dựa vào 

SQ4P và kết quả tham khảo của nhóm tác giả Nguyen-Xuan và cộng sự [141] dựa vào 

IGA và lý thuyết biến dạng cắt bậc cao ba biến. Lưu ý số lượng phần tử SQ4P và số 
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lượng điểm điều khiển trong tài liệu tham khảo giữ nguyên như mục 6.4.4.1 cho phân 

tích này. 

            
(a)  Đơn trục 

              
(b)  Đa trục 

Hình 6.13:  So sánh lực tới hạn chuẩn hóa của tấm vuông FGP-GPLs với ( )( ) 1.0 .%GPLWF wt=
 

và a/h = 0.5 
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6.5 Kết luận 

Phần tử SQ4P đã được thiết lập và sử dụng để phân tích tĩnh, dao động tự do và ổn 

định cho kết cấu dạng tấm/vỏ làm bằng vật liệu xốp phân cấp chức năng có gia cường 

tiểu cầu graphene. Kết quả đạt được khi sử dụng phần tử SQ4P là chấp nhận được vì sai 

số không đáng kể giữa nó với các kết quả tham khảo đáng tin cậy khác. Phần tử SQ4P 

vốn dựa vào đa thức Chebyshev với nhiều đặc tính chuyên biệt như có thể điều chỉnh bậc 

của đa thức để tăng độ chính xác của kết quả dù chia lưới thô. Phần tử này có thể tiếp tục 

được áp dụng để phân tích các kết cấu có hình dạng phức tạp hay phân tích tương tác đa 

trường vật lý thậm chí phân tích phi tuyến hình học hoặc phi tuyến vật liệu trong tương 

lai. Việc đánh giá sai số cụ thể hơn khi áp dụng phần tử SQ4P được tiến hành ở chương 

cuối của luận án này.  
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Chương 7 

ĐÁNH GIÁ SAI SỐ CHUNG GIỮA  

CÁC PHẦN TỬ 

 

7.1 Giới thiệu 

Trong chương cuối này, luận án trình bày đánh giá sai số chung cũng như so sánh thời 

gian tính toán giữa các phần tử SQ4H, SQ4T, SQ4C và SQ4P để từ đó đưa ra những 

nhận xét về ưu khuyết điểm của từng phần tử và phạm vi áp dụng của chúng trong phân 

tích kết cấu dạng tấm/vỏ. 

7.2 Tấm đẳng hướng chịu tải phân bố đều 

Khảo sát tấm vuông như Hình 7.1 liên kết tựa đơn (SSSS) và liên kết ngàm (CCCC) 

dưới sự thay đổi tỷ số giữa chiều dài và chiều dày tấm a/h = 10, 100, 1000, 10000. Tấm 

chịu tải phân bố đều q với các đặc trưng vật liệu như hằng số mô đun Young E = 1.092 

MPa và hệ số Poisson µ = 0.3. Độ võng ngay chính giữa tấm được xác định theo công 

thức * 3 4 2(100 ) / [12 (1 )]cw Eh w qa = − . Tiến hành so sánh sai số kết quả phân tích độ võng 

khi sử dụng bốn phần tử SQ4H, SQ4T, SQ4C và SQ4P. Nghiệm chính xác được tham 

khảo từ tài liệu [140] của tác giả Taylor và cộng sự. 
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Hình 7.1: Tấm vuông chịu tải phân bố đều 
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Các Hình 7.2a-h thể hiện đồ thị so sánh sai số theo log10 và theo % với các lưới chia 6 

x 6, 8 x 8, 10 x 10, 12 x 12 và 14 x 14 ứng với trường hợp liên kết tựa đơn (SSSS) và tỷ 

số a/h = 10, 100, 1000 và 10000.  

 

  
(a)    a/h = 10, SSSS (b)    a/h = 10, SSSS 

  
(c)    a/h = 100, SSSS (d)    a/h = 100, SSSS 

  
(e)    a/h = 1000, SSSS (f)    a/h = 1000, SSSS 



 

 

 

 

 

115 

 

  
(g)    a/h = 10000, SSSS (h)    a/h = 10000, SSSS 

Hình 7.2: So sánh sai số độ võng của tấm vuông liên kết tựa đơn  

với a/h = 10, 100, 1000 và 10000 

 

  
(a)    a/h = 10, CCCC (b)    a/h = 10, CCCC 

  
(c)    a/h = 10000, CCCC (d)    a/h = 10000, CCCC 

Hình 7.3: So sánh sai số độ võng của tấm vuông liên kết ngàm  

với a/h = 10 và 10000 
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Bảng 7.1 trình bày giá trị độ võng thu được khi dùng bốn phần tử của luận án. Có thể 

thấy kết quả độ võng chính giữa tấm đạt được bởi phần tử SQ4P tốt nhất, tiếp đến là phần 

tử SQ4H và sau đó là hai phần tử còn lại SQ4C và SQ4T. 

 
Bảng 7.1: So sánh độ võng chính giữa tấm vuông liên kết tựa đơn (SSSS) 

*w   (SSSS) 

Lưới chia 6 x 6 8 x 8 10 x 10 12 x 12 14 x 14 

a/h = 10 

SQ4H 0.428705 0.428053 0.427756 0.427607 0.427517 

SQ4T 0.416173 0.422814 0.425944 0.427656 0.428687 

SQ4C 0.439931 0.434335 0.431777 0.430397 0.429568 

SQ4P 0.427287 0.427285 0.427284 0.427284 0.427284 

a/h = 100 

SQ4H 0.406833 0.406661 0.406582 0.40654 0.406515 

SQ4T 0.392431 0.398544 0.401415 0.402984 0.403928 

SQ4C 0.418631 0.413238 0.410774 0.409444 0.408646 

SQ4P 0.406494 0.406459 0.406451 0.406448 0.406447 

a/h = 1000 

SQ4H 0.406614 0.406447 0.40637 0.406329 0.406305 

SQ4T 0.392193 0.398301 0.40117 0.402737 0.403680 

SQ4C 0.418418 0.413027 0.410564 0.409235 0.408436 

SQ4P 0.406293 0.406254 0.406244 0.406241 0.406239 

a/h = 10000 

SQ4H 0.406612 0.406445 0.406368 0.406327 0.406303 

SQ4T 0.392191 0.398299 0.401167 0.402735 0.403678 

SQ4C 0.418416 0.413025 0.410561 0.409233 0.408434 

SQ4P 0.406291 0.406253 0.406242 0.406239 0.406237 

 

Tương tự, trường hợp tấm liên kết ngàm (CCCC), Bảng 7.2 trình bày giá trị độ võng thu 

được khi dùng bốn phần tử của luận án đồng thời các Hình 7.3a-d tiếp tục thể hiện đồ thị 

đánh giá sai số chung giữa bốn phần tử SQ4H, SQ4C, SQ4T và SQ4P. Phần tử SQ4P vẫn 

cho kết quả khả quan nhất, tiếp đến là phần tử SQ4H và sau cùng là hai phần tử còn lại 

SQ4C, SQ4T. Đặc biệt trong một số trường hợp thể hiện sự không ổn định trong kết quả 

thu được bởi phần tử SQ4T như ở Hình 7.2a và Hình 7.3a liên quan đến việc tính toán 

thông qua miền ảnh hưởng lân cận phần tử đang xét. Đánh giá kỹ hơn về vấn đề này có 

thể được xem như một định hướng phát triển tương lai của luận án. 

Bảng 7.2: So sánh độ võng chính giữa tấm vuông liên kết ngàm (CCCC) 
*w   (CCCC) 

Phần tử 6 x 6 8 x 8 10 x 10 12 x 12 14 x 14 

a/h = 10 

SQ4H 0.149973 0.150578 0.150268 0.150302 0.150256 

SQ4T 0.158590 0.154636 0.152279 0.150808 0.149836 



 

 

 

 

 

117 

 

SQ4C 0.161212 0.156231 0.153900 0.152630 0.151863 

SQ4P 0.150448 0.150458 0.150461 0.150462 0.150462 

a/h = 100 

SQ4H 0.126546 0.126640 0.126684 0.126716 0.126731 

SQ4T 0.140491 0.135932 0.133233 0.131559 0.130452 

SQ4C 0.139258 0.133919 0.131395 0.130004 0.129159 

SQ4P 0.126763 0.126776 0.126781 0.126783 0.126784 

a/h = 1000 

SQ4H 0.126300 0.126382 0.126433 0.126461 0.126479 

SQ4T 0.140306 0.135739 0.133036 0.131359 0.130251 

SQ4C 0.139034 0.133691 0.131163 0.129770 0.128923 

SQ4P 0.126510 0.126524 0.126530 0.126532 0.126533 

a/h = 10000 

SQ4H 0.126297 0.126379 0.126430 0.126459 0.126477 

SQ4T 0.140304 0.135737 0.133034 0.131357 0.130249 

SQ4C 0.139032 0.133688 0.131160 0.129768 0.128921 

SQ4P 0.126508 0.126522 0.126527 0.126529 0.126531 

 
Bảng 7.3: So sánh thời gian tính toán theo giây (s) 

SSSS, a/h = 10 

14 x 14 6 x 6 

SQ4H SQ4T SQ4C SQ4P SQ4P 
(1575 dofs) (1125 dofs) (1125 dofs) (9245 dofs) (1805 dofs) 

0.47674 s 11.2697 s 2.2078 s 81.9208 s 2.8599 s 

SSSS, a/h = 10000 

14 x 14 6 x 6 

SQ4H SQ4T SQ4C SQ4P SQ4P 
(1575 dofs) (1125 dofs) (1125 dofs) (9245 dofs) (1805 dofs) 

0.47621 s 11.6926 s 2.7641 s 83.1269 s 2.9227 s 

CCCC, a/h = 10 

14 x 14 6 x 6 

SQ4H SQ4T SQ4C SQ4P SQ4P 
(1575 dofs) (1125 dofs) (1125 dofs) (9245 dofs) (1805 dofs) 

0.7518 s 11.0411 s 2.4872 s 83.3733 s 2.9587 s 

CCCC, a/h = 10000 

14 x 14 6 x 6 

SQ4H SQ4T SQ4C SQ4P SQ4P 
(1575 dofs) (1125 dofs) (1125 dofs) (9245 dofs) (1805 dofs) 

0.7202 s 11.3438 s 2.9373 s 83.7899 s 2.9251 s 

Trên cơ sở máy tính với các thông số Intel ® Core ™ i7 @ 2.80 GHz, 8.00GB RAM, 

việc so sánh thời gian tính toán giữa các phần tử được trình bày ở Bảng 7.3. Nếu dựa vào 

số lượng phần tử tương đương nhau, có thể thấy thời gian tính toán theo giây (s) của phần 

tử SQ4P là lớn nhất. Tuy nhiên việc sử dụng bậc p1=p2=3 cho phần tử SQ4P khiến tổng 

số bậc tự do (dofs) của phần tử này lớn hơn nhiều so với các phần tử còn lại. Việc so 

sánh thời gian dựa trên tổng số bậc tự do xấp xỉ nhau cho thấy thời gian tính toán của 

phần tử SQ4T là lớn nhất. Điều này cũng được trình bày trên Bảng 7.3. 
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7.3 Tấm đẳng hướng dao động tự do 

Ở mục này, luận án đề cập đến phân tích dao động tự do của tấm vuông mỏng (a/h = 

200) và dày (a/h = 10) với hai điều kiện biên là tựa đơn (SSSS) và ngàm (CCCC). Đặc 

trưng vật liệu E = 200 GPa, hệ số Poisson µ = 0.3 và mật độ khối lượng ρ = 8000 kg/m3.  

 
Bảng 7.4: So sánh giá trị bốn tần số dao động đầu tiên của tấm vuông đẳng hướng 

Dạng dao động a/h = 10, (SSSS) 

SQ4H SQ4T SQ4C SQ4P Chính xác 

1 4.373 4.368 4.369 4.366 4.37 

2 6.787 6.757 6.772 6.744 6.74 

3 6.787 6.757 6.772 6.744 6.74 

4 8.028 8.391 8.379 8.354 8.35 

Dạng dao động a/h = 10, (CCCC) 

SQ4H SQ4T SQ4C SQ4P Chính xác 

1 5.726 5.738 5.715 5.703 5.71 

2 7.960 7.991 7.932 7.876 7.88 

3 7.960 7.991 7.932 7.876 7.88 

4 9.414 9.533 9.378 9.325 9.33 

Dạng dao động a/h = 200, (SSSS) 

SQ4H SQ4T SQ4C SQ4P Chính xác 

1 4.450 4.455 4.445 4.443 4.443 

2 7.074 7.074 7.055 7.025 7.025 

3 7.074 7.074 7.055 7.025 7.025 

4 8.948 8.987 8.909 8.885 8.886 

Dạng dao động a/h = 200, (CCCC) 

SQ4H SQ4T SQ4C SQ4P Chính xác 

1 6.024 5.986 6.000 5.998 5.999 

2 8.671 8.576 8.610 8.567 8.568 

3 8.671 8.576 8.610 8.567 8.568 

4 10.522 10.451 10.419 10.403 10.407 

 

  
(a) Tấm mỏng (b) Tấm dày 

Hình 7.4: So sánh tần số của bốn dạng dao động đầu tiên  
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Bốn giá trị tần số dao động đầu tiên chuẩn hóa ( ) ( )
1/4

* 4 2 212 1 /vib a Eh    = −
 

 dựa vào 

bốn phần tử SQ4H, SQ4T, SQ4C và SQ4P ứng với lưới chia 8 x 8 được trình bày ở Bảng 

7.4 và Hình 7.4. Các kết quả này được đem so sánh với kết quả chính xác trích xuất từ tài 

liệu của tác giả Abbassian và cộng sự ở [143]. Bên cạnh đó, thời gian tính toán cũng 

được ghi nhận lại giữa các phần tử với tổng số bậc tự do xấp xỉ 1600 dofs trên toàn miền 

rời rạc. Bảng 7.5 cho thấy thời gian tính toán của phần tử SQ4T vẫn lớn nhất. 

 
Bảng 7.5: So sánh thời gian tính toán theo giây (s) 

SSSS, a/h = 10,  1600 dofs 

SQ4H SQ4T SQ4C SQ4P 

19.4063 s 30.2069 s 17.1924 s 10.6400 s 

CCCC, a/h = 10,  1600 dofs 

SQ4H SQ4T SQ4C SQ4P 

13.3436 s 27.0411 s 13.9900 s 10.3403 s 

SSSS, a/h = 200,  1600 dofs 

SQ4H SQ4T SQ4C SQ4P 

18.2277 s 30.4165 s 16.7336 s 10.3201 s 

CCCC, a/h = 200,  1600 dofs 

SQ4H SQ4T SQ4C SQ4P 

12.3259 s 26.2291 s 13.6833 s 10.1188 s 

 

7.4 Vỏ cầu đẳng hướng chịu tải phân bố đều 

Một vỏ cầu tựa đơn trên bốn cạnh biên và chịu tải phân bố đều q như Hình 7.5 tiếp tục 

được phân tích và so sánh kết quả độ võng ngay điểm chính giữa vỏ.    

O

z

a

a

h

R y

x

q

 
Hình 7.5: Vỏ cầu đẳng hướng tựa đơn chịu tải phân bố đều 
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Bảng 7.6: So sánh giá trị độ võng ngay chính giữa vỏ cầu tựa đơn 

So sánh Lưới chia w  

SQ4H 8 x 8 0.3299 

12 x 12 0.3269 

16 x 16 0.3236 

SQ4T 8 x 8 0.2699 

12 x 12 0.2744 

16 x 16 0.2824 

 

SQ4C 

8 x 8 0.3108 

12 x 12 0.3124 

16 x 16 0.3129 

 

SQ4P 

8 x 8 0.3129 

12 x 12 0.3131 

16 x 16 0.3132 

HBQ8 [6] 0.3104 

KUMBA [144] 0.3304 

Giải tích (Reddy) [119] 0.3138 

 

Kết cấu này có các đặc trưng a = 32, R = 96, h = 0.32, E = 107, µ = 0.3 và q = 100.  Mô 

hình ¼ vỏ với lưới chia 8 x 8, 12 x 12 và 16 x 16 được sử dụng để tính toán kết quả độ 

võng dựa trên các phần tử SQ4H, SQ4T, SQ4C và SQ4P. Bảng 7.6 thể hiện kết quả thu 

được ứng với 4 phần tử SQ4H, SQ4T, SQ4C và SQ4P đồng thời thể hiện kết quả tham 

khảo từ tài liệu [6] của tác giả Darilmaz và cộng sự với 12 x 12 phần tử vỏ 8 nút HBQ8, 

tài liệu [144] của tác giả Kumbasar và cộng sự với 16 x 16 phần tử vỏ cong KUMBA và 

tài liệu [119] của tác giả Reddy với nghiệm giải tích. Theo Bảng 7.6, khi so sánh với 

nghiệm giải tích cho bởi tác giả Reddy, kết quả thu được bởi 3 phần tử SQ4T, SQ4C và 

SQ4P theo xu hướng cận dưới trong đó kết quả tốt nhất là của phần tử SQ4P tiếp theo là 

của phần tử SQ4C. Với phần tử SQ4T, kết quả sai số nhiều liên quan đến quá trình xác 

định miền ảnh hưởng bao quanh phần tử đang xét, nhất là đối với kết cấu vỏ cong hai 

phương, dẫn đến phức tạp trong quá trình tính toán ma trận độ cứng tổng thể cũng như 

cứng hóa kết cấu kéo theo sai số lớn. Ngoài ra, kết quả thu được bởi phần tử SQ4H theo 

xu hướng cận trên như thể hiện ở Bảng 7.6.     

7.5 Kết luận  

Các phần tử SQ4H, SQ4C, SQ4P đã thể hiện khả năng ứng dụng tốt trong phân tích 

kết cấu tấm/vỏ, riêng phần tử SQ4T còn khó khăn khi phát triển phân tích kết cấu vỏ có 

độ cong lớn hay vỏ cong hai phương. Nguyên nhân này có thể xuất phát từ cách thiết lập 
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phần tử SQ4T dựa vào kỹ thuật nội suy kép mà ở đó có kể đến ảnh hưởng của các nút lân 

cận lên phần tử vỏ đang xét. Đối với kết cấu tấm, trong một số trường hợp phân tích, 

phần tử SQ4T cũng cho kết quả không được ổn định so với các phần tử khác đã phát 

triển.  

Nhìn chung, dựa vào những kết quả số đã đạt được như đã trình bày ở các mục của 

chương này cũng như các chương trước, các phần tử được xây dựng và phát triển trong 

luận án là các phần tử tứ giác đơn giản và hiệu quả trong phân tích kết cấu dạng tấm/vỏ 

so với các loại phần tử khác đang hiện hành. 
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Chương 8 

KẾT LUẬN VÀ HƯỚNG PHÁT TRIỂN 

 

8.1 Kết luận 

Trong luận án này, nhóm phần tử SQ4H, SQ4T, SQ4C và SQ4P lần đầu tiên được 

thiết lập để phân tích kết cấu dạng tấm/vỏ. Cụ thể, phần tử SQ4H được hình thành dựa 

vào kỹ thuật trơn biến dạng trên miền con kết hợp lý thuyết biến dạng cắt bậc ba dạng C0, 

phần tử SQ4T dựa vào kỹ thuật nội suy kép, phần tử SQ4C dựa vào kỹ thuật tổ hợp biến 

dạng và phần tử SQ4P được xây dựng dựa trên đa thức Chebyshev. Kết quả của nghiên 

cứu hiện tại bao gồm: 

• Phần tử phẳng tứ giác (SQ4H) dùng để mô phỏng kết cấu tấm phẳng và tấm gấp 

nhiều lớp, phần tử này cải thiện độ chính xác của mô hình và giảm bớt sự bất ổn về số 

đối với phân tích hình học phi tuyến tính. 

• Phần tử phẳng tứ giác dựa trên kỹ thuật nội suy kép (SQ4T) để mô phỏng kết cấu 

tấm/vỏ nhiều lớp hay tấm phân cấp chức năng. Với việc xây dựng hàm nội suy bậc cao 

dựa vào giá trị nút lẫn gradient trung bình nút trong phạm vi miền ảnh hưởng, phần tử 

này cải thiện được yếu tố bất liên tục của biến dạng và ứng suất qua biên của nó. 

• Phần tử phẳng tứ giác dựa vào kỹ thuật tổ hợp biến dạng (SQ4C) dùng để tính 

toán kết cấu tấm/vỏ nhiều lớp có hoặc không có sườn gia cường. Phần tử này cải thiện 

được độ chính xác của mô hình và giảm bớt sự bất ổn về kết quả số liên quan đến hiện 

tượng khóa màng khi phân tích kết cấu vỏ. 

• Phần tử phẳng tứ giác dựa vào đa thức Chebyshev (SQ4P) dùng để phân tích kết 

cấu tấm/vỏ làm bằng vật liệu xốp phân cấp chức năng có gia cường tiểu cầu graphene. 

Kết quả phân tích không chỉ phụ thuộc vào lưới chia mà còn phụ thuộc vào bậc của đa 

thức Chebyshev. 

• Các phần tử đều được thiết lập từ lý thuyết đơn lớp tương đương ESL (equivalent 

single layer) nên dễ dàng điều chỉnh đặc trưng vật liệu từ vật liệu đẳng hướng đến vật 

liệu composite nhiều lớp, vật liệu phân cấp chức năng, vật liệu xốp có gia cường…  
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• Các ma trận độ cứng màng, uốn, cắt và hình học đều được thiết lập để từ đó xác 

định ma trận độ cứng tổng của phần tử. Đặc biệt với các phần tử SQ4H và SQ4C, việc 

tính toán ma trận độ cứng màng, uốn và hình học được thực hiện bởi tích phân dọc 

biên miền con của phần tử thay vì tích phân trực tiếp trên miền con như kỹ thuật 

truyền thống. 

• Các phần tử đều khắc phục được hiện tượng khóa cắt (shear locking), khóa màng 

(membrane locking), đặc biệt khắc phục hiện tượng đồng hồ cát (hourglass 

phenomena hay còn gọi là spurious zero energy modes) khi phân tích dao động tự do. 

• Các phần tử đều có ưu và nhược điểm liên quan đến cách thức thiết lập tuy nhiên 

theo ý kiến chủ quan chúng có thể được xem xét như là các phần tử tứ giác đơn giản 

trong áp dụng.  

• Căn cứ việc so sánh kết quả phân tích dựa trên 4 phần tử SQ4H, SQ4T, SQ4C và 

SQ4P với các kết quả được trích xuất từ các tài liệu uy tín và đáng tin cậy, chúng nên 

được mở rộng sang các hướng phân tích khác trong tương lai.   

8.2 Hướng phát triển 

Trên nền tảng đã được thiết lập và xác minh, các phần tử SQ4H, SQ4T, SQ4C và 

SQ4P có thể được sử dụng để tiếp tục phát triển theo các định hướng sau: 

• Cải tiến kỹ thuật sâu hơn, áp dụng các công cụ tính toán hiện đại hơn, chuyển đổi 

lý thuyết tính toán hợp lý hơn. 

• Đánh giá kỹ hơn các đặc tính về phương pháp tính của các phần tử đề xuất như: 

tốc độ hội tụ, sự đơn giản trong chia lưới, sự tương thích và ổn định của kết quả 

số cũng như chi phí tính toán. 

Ngoài ra, các phần tử đề xuất có thể tiếp tục được mở rộng phạm vi phân tích số cho 

các bài toán cơ học khác như: 

• Phân tích tuyến tính và phi tuyến hình học cho kết cấu tấm/vỏ có tích hợp lớp áp 

điện. 

• Phân tích tuyến tính và phi tuyến hình học cho kết cấu tấm/vỏ làm bằng vật liệu 

xốp. 

• Phân tích tương tác rắn-lỏng, … 
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• Nghiên cứu ứng xử của kết cấu tấm/vỏ dưới tác dụng tổng hợp cơ-thủy-nhiệt. 

• Phân tích cấu trúc vi mô trên cơ sở kết hợp với lý thuyết đàn hồi phi cục bộ. 

•   Phân tích ứng xử đàn dẻo của kết cấu composite. 

•   Nghiên cứu phi tuyến vật liệu.  
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